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በመለኪያ ሙሉ በሙሉ ሊለይ የማይፈልግ ቅርጽ
አንድን ወለል ከውጭ ሳትወጣ መለካት እንዳለብህ አስብ። በወለሉ ላይ ብቻ ተጓዝህ ከአንድ ነጥብ ወደ ሌላ ያለውን
ርቀት ልትለካ ትችላለህ። ይህ የወለሉ ሜትሪክ ነው። ከዚያ ከውጭ አንድ ተጨማሪ መለኪያ ጨምር፤ በእያንዳንዱ ነጥብ
የወለሉን አማካይ መጠምዘዝ — አማካይ ጥምዝነት — መዝግብ።

ይህ ብዙ መረጃ ይመስላል፣ እና ለብዙ ወለሎች በቂ ነው። ውስጣዊ ርቀቶቹንና አማካይ-ጥምዝነት functionን ካወቅን፣
በሶስት-ልኬት ቦታ ውስጥ ቅርጹ ሙሉ በሙሉ የተወሰነ መሆን እንጠብቃለን።

Alexander Bobenko፣ Tim Hoffmann እና Andrew Sageman-Furnas ይህን ግምት የሚያፈርሱ የታመቀ
ገጾች ገንብተዋል። ጥናታቸው ሁለት tori — እንደ ዶናት የሚመስሉ ግን መደበኛ ክብ ዶናቶች ያልሆኑ ወለሎች
— ያቀርባል። ሁለቱ isometric ናቸው፣ በሚዛመዱ ነጥቦች ተመሳሳይ አማካይ ጥምዝነት አላቸው፣ ግን congruent
አይደሉም። አንዱን በrotation፣ translation ወይም reflection ወደ ሌላው ማምጣት አይቻልም። በጠፈር ውስጥ
በእውነት የተለያዩ immersions ናቸው።

በመስኩ ቋንቋ እነዚህ የታመቀ Bonnet ጥንዶች ናቸው። ጥናቱ የዚህ ዓይነት የመጀመሪያ ምሳሌዎች እንደሆኑ ይገልጻል።

ችግሩ ምንድን ነው?
ክላሲካል ገጽ ንድፈ ሐሳብ ሁለት ዓይነት መረጃን ይለያል።

ሜትሪክ በወለሉ ላይ የሚለኩ ርቀቶችን ይገልጻል። ጠፍጣፋ ወረቀትን ወደ cylinder ብንጠቀልለው ውስጣዊ ሜትሪክው
አይቀየርም፤ በወረቀቱ ላይ የሚሄድ ትንሽ ጉንዳን ርቀት ብቻ በመለካት መጠቅለሉን አያውቅም። Full second
fundamental form ግን ወለሉ በጠፈር ውስጥ እንዴት እንደሚጠማዘዝ ብዙ ተጨማሪ መረጃ ይሰጣል። ክላሲካል
Bonnet ቲዎረም ሜትሪክ እና ሙሉ bending መረጃ ትክክለኛ compatibility equationsን ካሟሉ፣ immersionው
rigid motion ብቻ እንደሚቀር ይናገራል።

ግን በ1867 Pierre Ossian Bonnet ይበልጥ ጥልቅ ጥያቄ ጠየቀ። Bending መረጃውን ብናሳንስስ? ሜትሪክ ቀድሞ
Gaussian ጥምዝነትን ከውስጥ ስለሚወስን፣ ሜትሪክ + አማካይ ጥምዝነት function ብቻ ወለሉን ለመለየት በቂ ነው?

በአጠቃላይ መልሱ አዎን ነው። “በአጠቃላይ” የሚለው ቃል ግን አስፈላጊ ነው። Geometry ልዩ ሁኔታዎች አሉት፣
መደበኛው uniqueness አባባል የማይሠራባቸው ልዩ ገጾች። ክፍት የነበረው ጥያቄ ሜትሪክ እና አማካይ ጥምዝነት
ተመሳሳይ ሆነው በጠፈር ውስጥ ቅርጾቹ የተለያዩ የሆኑ የታመቀ ለስላሳ ምሳሌዎች አሉ ወይ? ይህ Global Bonnet
Problem ነው። አዲሱ ጥናት tori በመጠቀም አዎን ይላል።

ደራሲዎቹ ምን ገነቡ?
በR3 ውስጥ አማካይ-ጥምዝነት-preserving isometry የሚያገናኛቸውን ሁለት ለስላሳ tori ገነቡ። ማለትም ተዛማጅ
ነጥቦች በዙሪያቸው ተመሳሳይ ውስጣዊ ርቀቶችና ተመሳሳይ አማካይ ጥምዝነት አላቸው፣ ግን ሁለቱ ገጾች congruent
አይደሉም።

ግንባታው አንድ የቁጥር ልዩ ምሳሌ ብቻ አይደለም። Toriዎቹ እውነተኛ ትንታኔያዊ ናቸው — እንደ power-
series geometry የተረጋጉ፣ በተጣጣሙ rough patches የተሠሩ አይደሉም። ደራሲዎቹ በአጠቃላይ ምሳሌዎቻቸው
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በማንኛውም ambient isometry እንደማይዛመዱ ያረጋግጣሉ። ግንባታው functional መለኪያ ስላለው ያልተቆጠሩ
ብዙ እንዲህ ያሉ ጥንዶች እንደሚሰጥም ይገልጻሉ።

ቴክኒካዊው መንገድ ውስብስብ ነው። Bonnet ጥንዶች እና isothermic ገጾች — ልዩ ጥምዝነት-መስመር coordinates
ያላቸው ገጾች — መካከል ያለውን ግንኙነት ይጠቀማል። ምሳሌዎቹ አንድ የplanar ጥምዝነት lines ቤተሰብ ካላቸው
isothermic tori ጀምረው የBonnet ጥንድ የሚፈጥር ግንባታ በመተግበር ይመጣሉ። ደራሲዎቹ አቀራረቡ በ5×7
quad decomposition የtorus computational ሙከራዎች እንደጀመረ፣ discrete differential geometry ወደ
ለስላሳ ውጤት መመሪያ እንደሆነ ይገልጻሉ።

ምስላዊ ውጤቱ ከማረጋገጫው ይልቅ ለመረዳት ቀላል ነው። በጥናቱ Figure 1 ላይ ሁለቱ tori ተመሳሳይ geometric
መረጃ ቢኖራቸውም በglobal placement ግልጽ ልዩነት አላቸው፤ ትልልቅ “bubbles” በአንዱ torus ላይ ከሌላው
የተለየ ርቀት ላይ ይቀመጣሉ። ይህ የስዕል ማታለያ አይደለም፤ ቲዎረምው በሚዛመዱ ነጥቦች የተመረጠው አካባቢያዊ
ዳታ ተመሳሳይ ቢሆንም በጠፈር ውስጥ ቅርጾቹ የተለያዩ መሆናቸውን ያሳያል።

[figure_pair pending]

Figure 1 የBonnet ጥንድ tori የቁጥር ምሳሌን እንደ ጥንድ ምስል ያሳያል። ሁለቱ ፓነሎች የአንድ torus ሁለት እይታዎች
ሳይሆኑ በጥንድው ውስጥ ያሉ ሁለት የተለያዩ tori ናቸው። ግራጫ mesh lines ተዛማጅ ገጽ coordinatesን ለመከተል
ያግዛሉ፣ ቀለም ያላቸው curves ደግሞ ተዛማጅ ጥምዝነት-መስመር loopsን ያሳያሉ። ዋናው ነጥብ global mismatch ነው፤
ትልልቅ bubbles በግልጽ በተለያዩ ቦታዎች ናቸው፣ ቲዎረምው ግን ሁለቱ ገጾች ተመሳሳይ intrinsic ሜትሪክ እና አማካይ
ጥምዝነት እንዳላቸው ያሳያል።

ይህ ተቃርኖ ለምን አይደለም?
ውጤቱ geometry ዘፈቀደ ነው ወይም መለኪያዎች ዋጋ የላቸውም አይልም። የሚለው አንድ የተቀነሰ መረጃ ስብስብ
— ሜትሪክ + አማካይ ጥምዝነት — የታመቀ ገጽን ሁልጊዜ በአንድ ብቻ ለመለየት በቂ አይደለም ነው። ክላሲካል
uniqueness ቲዎረም ይበልጥ የበለጸገ bending መረጃ ይጠቀማል። አማካይ ጥምዝነት የሁለቱ principal curvatures
አማካይ ብቻ ነው፤ አማካይ መጠምዘዝን ይነግራል፣ ግን ሁሉንም directional bending መረጃ አያቆይም።

ዋናው ልዩነት ይህ ነው። ሁለት ገጾች በወለሉ ላይ በሚለኩ ርቀቶችና በእያንዳንዱ ተዛማጅ ነጥብ አማካይ መጠምዘዝ
ሊስማሙ ይችላሉ፣ ግን ያ መጠምዘዝ በጠፈር ውስጥ በሚደራጅበት መንገድ ሊለያዩ ይችላሉ።

ጥናቱ ይህ አሻሚነት መደበኛ ነው አይልም። መግቢያው ግልጽ ነው፤ በአጠቃላይ ሜትሪክ + አማካይ ጥምዝነት ገጽን
ይወስናል። Bonnet ጥንዶች ልዩ ሁኔታዎች ናቸው። ዋጋቸውም እነዚህ ልዩ ሁኔታዎች የታመቀ፣ ለስላሳ፣ ትንታኔያዊ
አውድ ውስጥ በእውነት እንዳሉ ማሳየታቸው ነው።

የትኞቹን የቆዩ ጥያቄዎች ይዘጋል?
መጀመሪያው Global Bonnet Problem ነው፤ በሶስት-ልኬት Euclidean ጠፈር ውስጥ isometry እና ተመሳሳይ
አማካይ ጥምዝነት የሚያገናኛቸው ግን non-congruent የታመቀ ለስላሳ immersions አሉ? ደራሲዎቹ አዎን ይላሉ።

ሁለተኛው Cohn-Vossen-Berger problem ነው፤ በEuclidean three-ጠፈር ውስጥ ambient isometry
የማያገናኛቸው isometric የታመቀ ትንታኔያዊ ገጾች አሉ? እንደገና መልሱ አዎን ነው፣ ከዚያው ግንባታ የተገኙ
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ትንታኔያዊ tori በመጠቀም።

ትንታኔያዊ መሆኑ አስፈላጊ ነው። ቀድሞ የታመቀ ገጽ non-uniqueness ምሳሌዎች በዝቅተኛ regularity ወይም
በአካባቢያዊ ለውጦች ሊደገፉ ይችሉ ነበር። እነዚህ tori ግን አንድ patch ላይ bump ተቀይሮ የተገነቡ አይደሉም።
ጥናቱ ተዛማጅ neighbourhoods በየትኛውም ቦታ በአካባቢያዊ level congruent እንዳልሆኑ ይጠቅሳል፤ ልዩነቱ
በግንባታው ሁሉ ተሰራጭቷል።

ለምን ይጠቅማል?
ይህ pure mathematics ነው፣ ግን የሚሰጠው ግንዛቤ ሰፊ ነው። አንድ ቅርጽ በአንድ ትርጉም ብዙ መረጃ ሊኖረን
ይችላል፣ በሌላ ትርጉም ግን አሁንም በቂ ሊለይ አይችልም። የሚያስፈልገው የዳታው መጠን ብቻ አይደለም፤ ትክክለኛውን
ዓይነት መረጃ ይዟል ወይ የሚለው ነው።

ሜትሪክ + አማካይ ጥምዝነት ውስጣዊ ርቀትን ከውጫዊ መጠምዘዝ መለኪያ ጋር ስለሚያጣምር ጠንካራ መረጃ ይመስላል።
የታመቀ Bonnet ጥንድ ግን ክፍተቱን ያሳያል፤ average bending ሙሉ bending አይደለም። አካባቢያዊ agreement
ሁልጊዜ global identification አይሆንም። ትንታኔያዊ regularityም በራሱ uniquenessን አያረጋግጥም።

ይህ ከቲዎረምው ውጭም ጠቃሚ ትምህርት ነው። Inverse problems ብዙ ጊዜ የመለኪያ ስብስብ ያንን መለኪያ
የፈጠረውን ነገር በሙሉ ይወስናል ወይ? ብለው ይጠይቃሉ። ይህ ጥናት ለክላሲካል ገጽ problem ግልጽ አዲስ መልስ
ይሰጣል፤ ሁልጊዜ አይደለም፣ ነገርው የታመቀ፣ ለስላሳ እና ትንታኔያዊ ቢሆንም።

ንጹህ ማጠቃለያ
Bobenko፣ Hoffmann እና Sageman-Furnas የመጀመሪያዎቹን የታመቀ Bonnet ጥንዶች ገንብተዋል፤ በR3 ውስጥ
isometry የሚያገናኛቸው፣ በተዛማጅ ነጥቦች ተመሳሳይ አማካይ ጥምዝነት ያላቸው፣ ግን non-congruent የሆኑ ሁለት
ለስላሳ tori። ምሳሌዎቻቸው እውነተኛ ትንታኔያዊ ናቸው እና በአጠቃላይ በambient isometry አይዛመዱም። በጥናቱ
እንደተገለጸው ይህ Global Bonnet Problemን እና Cohn-Vossen-Berger ትንታኔያዊ uniqueness questionን
ይፈታል። ውጤቱ ክላሲካል ገጽ ንድፈ ሐሳብን አያፈርስም፤ ሜትሪክ + አማካይ ጥምዝነት የሚለው የተቀነሰ ዳታ የታመቀ
ገጽን ሁልጊዜ ብቸኛ ለመለየት በቂ እንዳልሆነ ያሳያል።

ያለ ማጋነን ማረጋገጫ
ጥናቱ የሚያሳየው: የታመቀ ለስላሳ Bonnet ጥንዶች እንዳሉ። በተለይ በR3 ውስጥ ተመሳሳይ ሜትሪክ እና አማካይ-
ጥምዝነት function ያላቸው፣ ግን congruent ያልሆኑ toriን በግልጽ ይገነባል።

ምክንያታዊ ግን ዋናው ነጥብ ያልሆነ: Computational እና discrete-geometric ምርምር አስቸጋሪ ለስላሳ con-
structionsን ሊመራ እንደሚችል። ጥናቱ ይህ መንገድ ጠቃሚ እንደነበር ይላል፣ ውጤቱ ግን በማረጋገጫ ላይ ነው
የሚቆምው፣ በnumerical picture አይደለም።

የማያሳየው: ሁሉም ወይም አብዛኞቹ ገጾች አሻሚ እንደሆኑ። Generic uniqueness እንደቀድሞው የመስኩ መሠረት
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ነው፤ እነዚህ ልዩ ግን ወሳኝ counterexamples ናቸው።

ዋና ገደቦች ለአጠቃላይ አንባቢ: ማረጋገጫው differential geometry — isothermic ገጾች፣ Bonnet ጥንድ classi-
fications፣ period conditions እና ትንታኔያዊ ግንባታ — ውስጥ እጅግ ቴክኒካዊ ነው። አንባቢው machineryውን
ሳይከተል የቲዎረምውን ትርጉም ሊረዳ ይችላል።

አጠቃላይ አንባቢ ምን ያህል እምነት ሊኖረው ይገባል? Peer-reviewed mathematical ውጤት እንደመሆኑ በቲዎረም
አባባል ላይ ከፍተኛ እምነት። ጥንቃቄው በትርጉም ላይ ነው፤ “ይህ የተቀነሰ geometric መረጃ ሁልጊዜ ቅርጹን
አይወስንም” ብለህ አንብብ፣ “geometry ቅርጾችን ሊለይ አይችልም” ብለህ አይደለም።
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