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ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا ؗ٭؇ب إਊು؇ت ෠ຳأܭ ๤ངه ෛຬࠕࠫ أن ૰૜ڰଫଃي ۱ଫଊܳ؇ن ஓ୷ܝ݆
ݬأٴً؇
اࠍ੆ݱިل ૭૜ٺޚ٭ؕ ৖৑ إ۹َ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ وّگިل اܳލ؇۱ڎ. ܋ލژ دون ݆݁ ؜ٴ؇رة ਊು؆࿓؇ت ܳލۛݧ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام إਊು؇ّ؇ت ૭૜݄ں
۱ڍه Ilango Rahul ورڢ۰ ෠ູأܭ ৖৑ .۰݁؇ّ ۰݁ఈఃݿ و݁ؕ ݁ިٔިق، إ༟ڎاد دون و݆݁ وا༡ڎة، ᄭᄟ؇رݿ ؕ݁ اႤၽܳ݁ܭ ปฃأৎ৊؇ً ዻዧذ আॻ༟
ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا أن إਊು؇ت ًܝڰ؇ءة ا௰௯௫ٺ؇ر اਊು৕৑؇ت َޙ؇م ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑أ ૭૜؊ل ،ఈًఃڣأ ො੼ُ؇كٍ وۏިد اނଫଐاط ࢻࣖل ا୒ୖڎف: ଫّଃّ؞ ًܭ ෛູٺࠕࠫ. ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ا
أܳأ؇ب আॻ༟ واৎ৊ٴྡྷ٭۰ ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇اܳگ ༇຀؇اܳٷٺ ৖৑ݿٺأ؇دة ዻዧذ لܝࠕࠫ ،ଫଃواܳྥލڰ ඔ൹۱اଫଊܳا ّأگ٭ڎ ݆݁ ܋ٴଫଃة اڣଫଐاݪ؇ت وොູب ݁ިۏިد. ଫଃ༚
༟ڎم لܭ ܳٺۜި ඔ൹۱اଫଊܳا ل۰ َޙݠ ݆݁ لگ۰ ޗݠ ًܭ ఈዳዧݿٺ༱ڎام، ༥؇۱ݞة ೑಻ଫଐَإ ۰ਃಮࢻࣖا اܳڰଲ୍ة ྘ܳފب ༠؇ݬ٭۰. ًأڎ ༠؇ݬ٭۰ اৎ৊أݠڣ۰، ৖৑َأڎام

૰૜ڰଫଃي. ؗޚ؇ء ሌᇿإ ਊುఇዳዧ؇ت ل؇ݪ٭۰ ීෂا اܳگ؇ًܹ٭۰
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ෛ੼ࠕࠫ ๤ཏܳا أن إਊು؇ت ሒᇭ ྘ܳފب ᄭᄥ٭੆اࠍ
(zero-knowledge). اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ਊು৕৑؇ّ؇ت ݬިرة ً؊૭૖ޔ ܳٷٴڎأ

إਊು؇ت أਵؗب: ߙߵࢴࣖه ؇݁ ڣފڎ. ڢڎ ݿ٭ܝިن اይዧ؞ݞ ܳـܝ݆ ًިب، ݿ٭گٺٷؕ اࠍ੆ܭ، إܳ٭۬ أرݿܹب إذا ༡ܭ. ᄩᄟ ݿިدو܋ި ܳ؞ݞ ً؊ن ًިب إڢٷ؇ع أ྘ܳݴ ߙߵࢴࣖ
َڰފ۬. اࠍ੆ܭ ܋ލژ دون ݆݁ ،ఈًః༡ ۱ٷ؇ك أن

اܳأٴ؇رة. ۋگ٭گ۰ ౯౜ద؇وز ؇ً٪྘ނ لܝލژ أن دون ݆݁ ،۰༲٭ොේ ؇݁ ؜ٴ؇رة ً؊ن (ًިب) اৎ৊ٺُۜگّݑِ (أ྘ܳݴ) اৎ৊ټُྟبِ لگٷؕ اिऻ֔ۑ١ؔ. اֿ֔׿ام إոॻలت و༟ڎ ި۱ ۱ڍا
ոׂم ألݯً؇ و۱ި ๤ཡ਍ಾف. ቕ቉ ،۬గఒ૭૜و ّܝٺٴ۬، واຒ׿ة: ႞႐ո۰ر ڣ۳ި .ඔ൹ٺොຬਵਦ ඔ൹ّ଩ଃ݁ اܳأ؇دي ๴ཚ؇ل ීෂا ا۱ଫଊܳ؇ن ጥ጑ஓ୷ ஓஇٷً؇. ا༟ިܳڎ ୒ୖڍا أن ᄭႍၽލৎ৊ا
اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام إن اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ا ༇຀؇ਐ಻ وّگިل .ఈًఃأݬ ဦݬ؇ࠍ ߓߵ۱؇ن ؇ୖ୒ ل༥ިڎ ఈఃڣ Ⴄ၍ذ۰ً اܳأٴ؇رة ೑಻Ⴄ၍ إذا sound): (perfectly اڤۻ୹୴ڲ١

ألݯً؇. ஓ୾ڰݠد۱؇ ො੼ޙިرة ؇݄ዛዊ݁ وا༡ڎة ႟၍ ݁أً؇؛ ᆇᅹأ۳݄؇ আॻ༟ ๤ཡّگٺ ৖৑ ᄭႍၽލৎ৊ا إن ًܭ — ඔ൹ّ଩ଃৎ৊ا ၯၽًٺ؇ ا৖৑ۋٺڰ؇ظ ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑
۰َ؇ᆙᆕ ዛዊᚹ؇ر ݁ފٴگً؇، ߙߵ྘ོٴ۬ රජى ݁ިٔިق إ༟ڎاد دون ݆݁ ڣگޔ، وا༡ڎة ᄭᄟ؇رݿ أ྘ܳݴ أرݿܹب إذا ۋިار. ሌᇿإ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام إਊು؇ت ොຬٺ؇ج ،৖ً৑أو

اৎ৊گ؇ًܭ. ሒᇭ ؜ٷ۬ ঌॻ༱ܳٺ؇ً ّگٴܭ اᄳᄟي ۰݁ఈఃاܳފ ݁گڎار Ⴄ၍ن ؇݄ዛᔻ ؇ً༲٭ොේ ۱ڍا لޙܭ و — اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام
اᄳᄟي ڣ؇ৎ৊ٺۜگݑ ألݯً؇: ዛኞڎوء اܳٺڰ؇༟ܭ ਵਦࣖࣁ اܳٺ؇۰݁ ۰݁ఈఃܳފ؇ً اৎ৊ޚ؇ܳٴ۰ أن ඔ൹ྥٴ཯ اࠍ੅ޚ؊. اۋٺ݄؇ل ݆݁ ଫଃݬ؞ ڢڎر ሌᇿإ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام إਊು؇ت ොຬٺ؇ج ،؇ًਃ಻؇ٔ
اৎ৊ٺۜگݑ ݿߺࠊك لݱٴں أن وऍइࣲݠد — ݁گڎً݁؇ ا৖৑ۊٺ٭؇رات ጥ጑ّ ོྦྷٴ྘ب ྲྀྟފ؇ޗ۰ ૭૏ٺޚ٭ؕ ،۰ਃಮاܳأލިا اۊٺ٭؇راّ۬ ೑಻Ⴄ၍ ؇݄ዛᔻ ݁ޚܹگً؇، ۬༟ڎا༠ ஓ୷ܝ݆ ৖৑

ّأ݄ܭ. ৖৑ ؇ዛኡأ ཿྟب มฆܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ ሌᇿإ ً؇ܳݯٴޔ ڣٷأިد وا༡ڎة، ᄭᄟ؇رݿ ሒᇭ ๴ཇء ႟၍ ؜݆ ෠ູ٭ص أن ྘ܳ৙৑ݴ ஓ୷ܝ݆ ይዧٺྡྷٴޝ، ఈًఃً؇ڢ
݁أݠڣ۰ اَأڎام ਐ಻؆࿓؇ج ৖৑و ݁ިۏިد، ଫଃ༚ اࠍ੊ڎار ً؊ن ً؇ܳٺޙ؇۱ݠ ྘ܳݴ اৎ৊ݞدوج. اࠍ੊ڎار ۱ڍا ۋިل ఈዳዧܳٺڰ؇ف ً لگ۰ ޗݠ Ilango Rahul ورڢ۰ ོྥٷ؇ول
૭૏ٺޚ٭ؕ มฆܳا ا৙৑݁؇ن ۊݱ؇فݧ আॻ༟ ොູ؇ڣޓ لگ۰ ًޚݠ ܳـܝ݆ ،«؇ً٪྘ނ لܝލژ ৖৑» ปฃ݁أ إݪأ؇ف أدق: ᄎცݠ੆اࠍ .ዻዧذ ؇ዛዀڣ ૭૏ٺۜ٭ܭ ۰٪྘ྲྀ ሒᇭ ௧ௌݿ٭ఈ႙၍

ڣأܹ٭ً؇. اۊٺٴ؇ر۱؇ ଫଃاܳྥލڰ గఒ༟؇ء
zero-knowledge). (effectively اڤءոّ֔ل اिऻ֔ۑ١ؔ اֿ֔׿ام ༇ຐ؇اܳٷ ް݄૭૏
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A proof without leaking the witness
The paper keeps the ordinary-proof shape by weakening what privacy must prove.

blocked door 1

interaction

blocked door 2

trusted setup

blocked door 3

imperfect

soundness

the route

the rulebook cannot

efficiently refute the

simulator

Boundary: not classical zero-knowledge; effectively zero-knowledge under a chosen proof system.

৖৑ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ෛ੼ٺܹژ: ً؇ب ݆݁ Ilango ਍ಸ؇ء ጵ጑ྥފ཯ اܳٺ؇۰݁. ۰݁ఈఃاܳފ و༟ڎم اৎ৊ިٔިق، وا༟৕৑ڎاد اܳٺڰ؇༟ܭ، — ݁؞ܹگ۰ أًިاب ۰ٔఈః਒ಸ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام لݱޚڎم
.ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا وۏިد ࢴࣖۋݥ أن ًܝڰ؇ءة ૭૏ٺޚ٭ؕ
Original diagram — The Clean Paper CC BY 0 .4

Classical privacy vs effective privacy
The relaxation is the point: the paper changes what the privacy claim has to establish.

classical zero-knowledge

positive claim

A simulator exists and can fake the

verifier's view without the witness.

effectively zero-knowledge

weaker claim

Your chosen proof system cannot

efficiently prove that no simulator

exists.

Boundary: the construction preserves testable consequences, not the full simulator guarantee.

أن ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ّ۬ଫଐ༠ا اᄳᄟي اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ۱ܭ ڣگޔ ڣ྘ފ؊ل اܳڰأّ؇ل» اৎ৊أݠڣ۰ «اَأڎام أ݁؇ ڣأఈًః؛ ො੼ُ؇كٍ ل༥ިڎ ۱ܭ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ૭૏؊ل
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.۰݁؇ّ ۰݁ఈఃݿ و݁ؕ إ༟ڎاد، دون و݆݁ وا༡ڎة، ᄭᄟ؇ߓߵݿ ً؇৖৑ۋٺڰ؇ظ ይዧٴٷ؇ء ૭૏݄ں ؇݁ ި۱ ا৙৑ݪأژ اܳފޝال ۱ڍا ل༥ިڎ. أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ۳៺ڍا ؇ً ভ঒؇ො੼ُ
Original diagram — The Clean Paper CC BY 0 .4

ො੼ُ؇كٍ ل༥ިڎ :ቕሹاܳگڎ ا৖৑ۊٺٴ؇ر
(simulator). ᆃᄏոୢُ ୠଡ଼ا ް݄૭૏ ሒᇿ؇ۊ٭ ݁ފ؇༟ڎ ً؇ݿٺ༱ڎام اܳڰଲ୍ة اৎ৊أݠڣ۰ ৖৑َأڎام اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ ّݱިغ

ًިب Ⴄ၍ن มฆܳا ඔ൹۱اଫଊܳا ݁ټܭ ਊಾڎو ඔ൹۱ߓߵا ؇ً݁؇ஓ஄ ؇ዝཏڰ਍ಸ ᄴّᄟިّ أن ඔ൹༥ اݿٺޚ؇؜ب إذا أ྘ܳݴ. ๤ང ׂ֔ۑف ेू มฆܳا ،ඔ൹༥ ෛູ٭ܭ :۰ਃಾ৚৑ا ሒሃ اܳڰଲ୍ة
๤ང ݁أݠڣ۰ دون ݆݁ ఈًఃأݬ اܳٺ۠ݠ۰ً ߙਃಱ߳ژ ඔ൹༥ ًިݿؕ Ⴄ၍ن ༥ڎࢴࣖاً. ؇ً٪྘ނ ًިب ّأ޺ّ޾ ቕረ أ྘ܳݴ ඔ൹۱ߓߵا أن มฃلأ ڣ۳ڍا أ྘ܳݴ، ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ݿ٭ۜݱܭ

أ྘ܳݴ.
๤ཏܳا ݁أݠڣ۰ دون ݆݁ ۋگ٭گ٭۰ ਊಾڎو ඔ൹۱ߓߵا إਐ಻؇ج ૭૜ٺޚ٭ؕ ܋ڰޝة ۊިارز݁٭۰ ༥ިّڎ أن ෠ຬص ۋگ٭گ٭ً؇. ؇ً ভ঒؇ො੼ُ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام لޚܹص ዻዧᄳᄟ

.ᄭᄟߺࠊ௱௯௫ا ᄎჼاܳލٴ ྲྀྟފ؇ޗ۰ اܳލ؇۱ڎ لܝިن اܳފިدو܋ި ሒᇭو اܳٺگมฃ؛ ً؇ৎ৊ݱޚܹں (witness) اڤ۾٢ո׿ أي —
݆݁ ᄭᄥݿܹފ ෠੼ݠد ۋگً؇ ঌॻ༟؇اܳٺڰ ଫଃ༚ ا۱ଫଊܳ؇ن :ሒᇿ؇اܳٺ ި۱ واࠍ੆ڎس .۰ஓ୷اܳگڎ ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ا ؜ٷڎ۱؇ ๤ཟّب มฆܳا اܳٷگޚ۰ ألݯً؇ ܳـܝٷ۬ ڢިي، لژ اܳٺأݠ ۱ڍا
ਊಱڎو و۱ڍا ،દઊරඝఌዳዧ اܳأٴ؇رة إਊು؇ت আॻ༟ اܳگڎرة ا܋ྥފص ڣگڎ آරඝ؛ ෛஙݧ আॻ༟ ؇ዝཚਵ؜ ஓ୷ܝٷ۬ ᄭᄥاܳފܹފ ۱ڍه আॻ༟ ًިب ොຬݱܭ أن ًأڎ اෂී݁ިز.

أఈః༟ه. اৎ৊ڍ܋ިرة ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ا ༇຀؇ਐ಻ ሌᇿإ اࠍ੆ڎس ۱ڍا اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ؇ت وොູިل ๴ཇء». ৖৑» ݆݁ ଫ଒أ܋ ఈًఃأݬ

اڤܙر١ؓ ٢׾ه ոቌሱڪຐ ෕໒ׂ ඒ൷اڤ اڤ׭୹୴ث ֲۘոۢশاݾ
ாணࣕ ࢴ ؜ٷިان اܳިرڢ۰ ۰ٔఈఃٔ ڢ٭ިد:

وᎂل؇ب. ذ۱؇ب ܋ިިل ߓߵوّ ل༥ިڎ ৖৑ وا༡ڎة. إਊು؇ت ᄭᄥݿܹފ أ྘ܳݴ ߙߵݿܭ ׂءຐոڞ: ेू
اৎ৊ފ݄؇ة ا৙৑َޙ۰݄ ݆݁ ଫଃ܋ټ ݁ފٴگً؇. ۰ਊಾਵਦ ۰݁؇༟ ۰ਃಮ؜ލިا আॻ༟ أو ݁ިٔިڢ۰ ᄎცଫଐ݁ލ ਵਦۏأ٭۰ ᄭᄥݿܹފ আॻ༟ وًިب أ྘ܳݴ ّأٺ݄ڎ ৖৑ إຐ׿اد: ेू

إ༟ڎاد. ݬڰݠ มฃڣٺأ اܳިرڢ۰ ۱ڍه أ݁؇ ݁ފٴݑ؛ إ༟ڎاد আॻ༟ ّأٺ݄ڎ زاܳب ؇݁ ّڰ؇༟ܹ٭۰» ଫଃ༚ ݁أݠڣ۰ اَأڎام «إਊು؇ّ؇ت
.ఈًఃأݬ ဦݬ؇ࠍ ߓߵ۱؇ن ل༥ިڎ ৖৑ ًܭ أࢻࣖاً»؛ ّگُٴܭ ৖৑ «Ⴄၽّد ྘ܳݴ .ᄭᄟި݁گٴ ۰࿭੗ أي اႤၽܳذ۰ً ይዧأٴ؇رة ༥ިّڎ ৖৑ ոׂڲ١: ୹୴۰ڲ١

اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ أఈః༟ه، ๤ཇۋٷ؇ პაႰو — اܳأ؇دي اည৊ܝٺިب ๴ཚ؇ل ීෂا ا۱ଫଊܳ؇ن ᄊჼܹـஓ୷ ؇݁ ً؇ܳݯٴޔ ሒሃ اܳټఈఃث اࠍ੅ݱ؇فݧ و۱ڍه
.؇ዛኞ ا৖৑ۋٺڰ؇ظ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا

اܳڰݠق ๤དྷܳح ఈఃᆇᅦڢ۰» «ݿިدو܋ި ۰༱૭૙
ً؇ܳڰݠق. ይዧލأިر ᆇᅦڎاً ݁ྟފޚ۰ لگ۰ ޗݠ إܳ٭۹

إਊು؇ت أو ،؇۳ܹ༡ ྲྀྟފ؇ޗ۰ اࠍ੆؇ݿިب ૭૏ٺޚ٭ؕ اఈዳዧزم: ݆݁ ଫ଒أ܋ وො੼ڎودة ݬ؞ଫଃة ؇ዛኡإ اܳྥލྟ٭۬. ݆݁ اࠍ੊؇د اࠍ੊ݞء ሒᇭ 9×9 ༟؇دل۰ ݿިدو܋ި ૭૜ٺ༱ڎم ৖৑
ቕ቉ ،n^2 = N واۏأܭ ،n ᄭᄥ঺঒ ܾ࿭੗ ଫଐ༠ا اৎ৊أٺ؇دة: اܳگ؇༟ڎة ଫّଊ܋ .MegaSudoku(n) أܳ؞؇ز ݆݁ ᄭᄥف؇༟ ෛູ٭ܭ ،ዻዧذ ݆݁ ৖ً৑ࣖࢻ .؇ୖ୒ ༡ܭ ৖৑ أَ۬
و঺঒ܭ ،9×9 ᄎჼނٴ :9 = Nو 3 = n اܳݱ؞ଫଃة ᄭᄟ؇੆اࠍ ݿިى ྘ܳފب اܳأ؇دل۰ اܳފިدو܋ި رਲ਼ًਦا. N ؇ዛኞو n×n ঺঒ܭ ሌᇿإ ݁گފ۰݄ N×N ᄎჼނٴ દِઑا
෠ູأ۳ܹ؇ (gadgets) إݪ؇ڣ٭۰ أدوات ᆇᅵܭ ᄎჼاܳލٴ ૭૜ٺޚ٭ؕ و؜ٷڎ݁؇ ً؇ࡺ࢕ࢦި، nܳـ ૭ُ૏݄ں ؜ٷڎ݁؇ ڣگޔ ඔ൹۱اଫଊܳا ّأگ٭ڎ ڢݱ۰ ਊಾڎأ ر݁ިز. و૭૜أ۰ ،3×3
true/false ڢࡗࡲ إݿٷ؇د ૭૜ٺޚ٭ؕ ۱ܭ :৖৑/َܾأ ڢ٭ިد ݆݁ ۰ஓ୴؇ڢ ݿިى ྘ܳފب SAT وݬ٭؞۰ ݿިدو܋ި. ႟ၽނ ሒᇭ ݁ٺٷଲ୍ة SAT ݬ٭؞۰ ݁ټܭ ๤ཡਐಾف
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ڢ٭ڎ؟ ႟၍ ౫౜దگݑ ොຳ٭ت గጻዧٺ؞ଫଃات

اܳލ؇۱ڎ. أي ෛ੼ࠕࠫ، ༡ܭ ݆݁ ౫౜దگݑ ߓߵ۱؇ن ؜݆ ๤ཡًي ࢻࣖلܭ — ᄭᄥ݄ܝٺည৊ا ᄎჼاܳލٴ ܋ލژ دون ݆݁ ڢިا༟ڎ۱؇ ݆݁ اܳٺۜگݑ ஓ୷ܝ݆ :25×25 ݿިدو܋ި
AI-generated editorial thumbnail — The Clean Paper CC BY 0 .4

അ೪׫ڪءൌ৭ അ೪ֵ ݄ݤ ֿءۻٝ ا቞ቘ֏ۏ :SATو اڤۻܙدوټܙ
اܳگިل إن ݿިدو܋ި ૭૜ٺޚ٭ؕ أن «๤ཡਐಾف ݁ټܭ ݬ٭؞۰ SAT» ྘ܳݴ اݿٺأ؇رة. لܭ اܳٺۜި لأ݄ܭ ሒᇭ ،ඔ൹۱؇෠ູ৖৑ا وஓ୷ܝ݆ ۰ً؇঺঒ ا෠ູ৖৑؇ه اዝཏܳܭ
.ఈًః݁Ⴄ၍

5



ଫଃاܳྥލڰ THE CLEAN PAPER

มฃلأ ڢ٭۰݄): ᆇᅦިد، (ݬژ، ۰ਃುఈఃٔ ႟ၽܳ ؇ًਃ಻؇ًިܳ٭ ݁ٺ؞ଫଃاً ؇ዛዀَأޚ ዻዧᄳᄟ true/false، ًܹ؞۰ ৖৑إ SAT ౫౜ళڎث ৖৑ SAT. ᅽᅰإ اڤۻܙدوټܙ ڲڷ
64 = 4·4·4 ሌᇿإ ොູٺ؇ج (4 –1 واܳگࡗࡲ ،2×2 (঺঒ܭ 4×4 ݿިدو܋ި .«v اܳگ٭۰݄ ොູٺިي c واܳأ݄ިد rاܳݱژ ሒᇭ «اࠍ੅ܹ٭۰ أن x(r,c,v)
(clauses). ا๤དྷܳޗ٭۰ اܳأٴ؇رات ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ሌᇿإ اܳފިدو܋ި ڢިا༟ڎ ݆݁ ڢ؇༟ڎة ႟၍ ౫౜ళިل ቕ቉ .729 ڣٺۜٺ؇ج اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ 9×9 أ݁؇ ݁ٺ؞ଫଃاً؛

(.clausesاܳـ ৵৩ৠ٭ؕ AND ሒሃ ᄭᄥ݁Ⴄၽܳا واܳݱ٭؞۰ َڰዛዀ؇؛ أو ৎ৊ٺ؞ଫଃات OR ሒሃ clauseاܳـ)
༠ܹ٭۰: ႟ၽܳ وا༡ڎة clause — ا৙৑ڢܭ আॻ༟ وا༡ڎة ڢ٭۰݄ ᆇ໲໢ܭ ༠ܹ٭۰ ႟၍

x(1,1,4) ∨ x(1,1,3) ∨ x(1,1,2) ∨ x(1,1,1)
اܳگࡗࡲ: ݆݁ زوج ႟ၽܳ ݁أً؇» ا਍ು৖৑؇ن «྘ܳݴ َިع ݆݁ clause — ଫ଒܋৙৑ا আॻ༟ وا༡ڎة ڢ٭۰݄ ᆇ໲໢ܭ ༠ܹ٭۰ ႟၍

اܳފٺ۰. ا৙৑زواج ႟ၽܳ وᄔჼ۱ا … ¬x(1,1,3) ∨ ¬x(1,1,1) ¬x(1,1,2) ∨ ¬x(1,1,1)
ا৙৑ڢܭ، আॻ༟ وا༡ڎة ਵਦة :3 واܳگ٭۰݄ 1 ይዧݱژ — ڢ٭۰݄ ႟၍ ොຬٺިي ݬژ ႟၍

x(1,4,3) ∨ x(1,3,3) ∨ x(1,2,3) ∨ x(1,1,3)
اܳݱژ. ሒᇭ اࠍఈః੅ل؇ ݆݁ زوج ႟ၽܳ وᄔჼ۱ا ¬x(1,2,3)، ∨ ¬x(1,1,3) :ଫ଒܋৙৑ا আॻ༟ وا༡ڎة وਵਦة

:2 واܳگ٭۰݄ ا๤ཏ྘ܳى اܳأܹ٭؇ ᄭᄥ൞ശܳا ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ اࠍఈః੅ل؇. ؕᆇ໶໢ ڣگޔ ଫଃ؞ਐಱو ،؇ً݁؇ஓ஄ ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ ༟ިᆇ୞୘؇ت — وا൞ശܳܭ اᆇᅦ৙৑ڎة
x(2,2,2) ∨ x(2,1,2) ∨ x(1,2,2) ∨ x(1,1,2)

زوج. ႟ၽܳ ݁أً؇» ا਍ು৖৑؇ن «྘ܳݴ clauses ؕ݁
اܳأܹ٭؇ ل۰ اෑෂاو ሒᇭ ؇ً༟ި݁ޚٴ 3 اෂීڢܾ Ⴄ၍ن ڣ؆ذا وا༡ڎ. ଫଃٺ؞ஓ୾ clause ި۱ ݁أޚް رڢܾ ႟၍ ඹජء: أ૭૖ޔ ሒሃو — ݁ފٴگً؇ ۰༟ިޚٴৎ৊ا ا৙৑رڢ؇م

اܳأٴ؇رة ّݱٴں ا๤ཏ྘ܳى
x(1,1,3)

اڢݠأ اࠍ੆ܭ: ި۱ اܳݱ٭؞۰ ๴ཚߌߵ اᄳᄟي اܳگࡗࡲ وᎂݿٷ؇د — ༡ܭ ይዧފިدو܋ި Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ఇዳዧرݪ؇ء ً ఈఃً؇ڢ اܳأٴ؇رات ۱ڍه ႟ၽܳ AND لܝިن
ሒሃو ،clausesاܳـ ݆݁ آ৖৑ف وًݯأ۰ ݁ٺ؞ଫଃاً 729 ዻዧذ ؜݆ ཯ྡྷٺھ 9×9 ݿިدو܋ި ሒᇭ .ᄎჼاܳލٴ ఋః݁وا true ڢ٭݄ٺ۬ x(r,c,v) ݆݁ أي
اࠍ੅ܹ٭۰ «۱ڍه ّگިل ڣ۳޶ x(1,1,3): اৎ৊أޚް اෂීڢܾ clause ৖৑ۋޓ .۰ਃ಻؇اܳټ ݆݁ ا৙৑ܳژ ݆݁ أඹජاء ሒᇭ ೓ಱڎ༡ SAT ጵ጑ො੼ ؇۳ܹොຬ ۰݄ዛᔻ
ا৙৑رڢ؇م ࠍఈః੅ل؇ ༠؇ݬ۰ ᄭᄥۋ٭ إݪ؇ڣ۰ আॻ༟ ؇َଫଊ༶ݿٺ มฆܳا ؇ዝཏَڰ اఈዳዧ݁ٺ݄؇ܹٔ٭۰ ሒሃ و۱ڍه — ෛ੼ٺܹڰ۰» ؇۳ၯ၍ اࠍఈః੅ل؇ «۱ڍه ৖৑ ً؇ܳݯٴޔ»، 3 ૭૜؇وي

أدَ؇ه. ܋ިިل اଫଊܳوّ ఈః݁ۋޙ۰ ሒᇭ اৎ৊أޚ؇ة
؇ୖ୒ ఈఃᆇᅦڢ۰ ݿިدو܋ި દِઑا ا؜ٺٴ؇ޗ٭۰، SAT ݬ٭؞۰ ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ وا৙৑ݬأص: اৎ৊أ؇܋ݴ ا෠ູ৖৑؇ه ሌᇿإ اܳިرڢ۰ ොູٺ؇ج اڤۻܙدوټܙ. ᅽᅰإ SAT ڲڷ
ዻዧᄳᄟ ෛ੼ٺܹڰ۰»، ؇۳ၯ၍ اࠍఈః੅ل؇ «۱ڍه ݆݁ ଫ଒أ܋ ڢިل ૭૜ٺޚ٭ؕ ৖৑ ا৙৑ݬܹ٭۰ اܳފިدو܋ި ڢިا༟ڎ ਵُਦݪ٭۰. ڢ٭۰݄ ይዧݱ٭؞۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا وڣگޔ إذا ༡ܭ
clause ႟ၽܳ وا༡ڎ اࠍఈః੅ل؇، ݆݁ ༥؇۱ݞ ଫଃݬ؞ ؕᆇ໶໢ gadgetاܳـ .gadgetsاܳـ وޖ٭ڰ۰ ً؇ܳݯٴޔ و۱ڍه — ا৖৑؜ٺٴ؇ޗ٭۰ اৎ৊ٷޚگ٭۰ اܳگ٭ިد ෠ຬص਍ಸ؇ء
ොຳ٭ت ይዧٺ݄۠ؕ اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳگ٭ިد وዛُኤٷڎس false)، أو true ૰૏ڰݠ ᄩᄥᆇ໲໢ اᄳᄟي ਲ਼ਦීෂ؇ڣ) اৎ৊ٺ؞ଫଃات دور ݁أ٭ٷ۰ ఈః༠ل؇ ڣ٭۬ ّޝدي اܳݱ٭؞۰، ሒᇭ
NP-completeness؛ ඔ൹۱ߓߵا ݆݁ ل۰ ݁أ٭؇ر රඞڣ۰ و۱ڍه .clauseاܳـ ጥ጑ّ ๴ཚߙߵ มฆܳا ا৕৑ݿٷ؇دات ሒሃ اܳިۋ٭ڎة ۰ਃ಻ިَ؇اܳگ ّأٴ٪؇ّ۬ ّܝިن

.2003 ༟؇م Setaو Yato ًިاݿޚ۰ اৎ৊أ۰݄݄ ይዧފިدو܋ި َڰُڍت وڢڎ
ً؊ن — وܳߺࠊرڢ۰ — اৎ৊گ؇ل ୒ୖڍا ૭૏݄ں ؇݁ و۱ڍا .ඔ൹ٺܹڰෛ੼ ඔ൹ل ߓ߳ ؇ዝཏَڰ ᄭႍၽލৎ৊ا ؇ᆇᆅ SATو N×N ݿިدو܋ި أن ݁أً؇ ا෠ູ৖৑؇۱؇ن มฃلأ و

ور݁ިز. ނٴႤၽت ً؇ݿٺ༱ڎام NP Ⴄ၍݁ܭ ؜݆ ڢݱ۰ ߌߵوي

أ྘ܳݴ ܳـܝ݆ ۳៺ڍه، ّأٴ۰٪ ًިۏިد لگٺٷؕ أن ًިب ߌߵࢴࣖ اܳأఈః݄ڢ۰. ይዧފިدو܋ި ۰༲٭ොේو ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ّأٴ۰٪ أ྘ܳݴ ّأݠف اܳލ؇۱ڎ. ّݱިر اዝཏܳܭ ݆݁ زال ؇݁
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لݯ٭ؕ. ๤ཏܳا ܳـܝ݆ ًިب، لگٺٷؕ ،ᄭᄥ݁Ⴄ၍ اܳٺأٴ۰٪ إܳ٭۬ أرݿܹب إذا ܋ލڰ۳؇. ߙߵࢴࣖ ৖৑
وّأ٭ڎ ،ᄭᄟߺࠊ௱௯௫ا ᄎჼاܳލٴ أ྘ܳݴ ෛູࠕࠫ ݁؞ޚ؇ة. ڢޚأً؇ ቕሹڢڎ มฃ۱ذ ஓ஁ިذج ૭૏ٺ༱ڎم وًިب. أ྘ܳݴ ਐಾڰ؇༟ܭ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ݆݁ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ۰༱اܳྡྷފ ሒᇭ
أޖ۳ݠت إذا gadget. أو ،ᄭᄥ঺঒ أو ᆇᅦިد، أو ݬژ، :؇ًਃಮ؜ލިا ଫଃاۊٺ وا༡ڎ ঌॻො੼ ڢ٭ڎ ًڰۜݧ ܳٴިب ૭૜݄ں ቕ቉ ،ᄭᄟިۏ ႟၍ ڢٴܭ ๤ངاً اෂී݁ިز ૭૜݄٭۰
ا৙৑رڢ؇م :ᄭᄥّڰݱ٭ (۱ٷ؇ك أරඝى. ਵਦة اෂී݁ިز ૭૜݄٭۰ وّأُ؇د ༥ڎࢴࣖ ݆݁ ا৙৑ނ٭؇ء ႟၍ ّ؞ُޚް ቕ቉ ًިب. ٔگ۰ ߙ߳داد ෛ੼ٺܹڰ۰، ؇۳ၯ၍ ر݁ިزاً ۰༡ިڰٺৎ৊ا اࠍఈః੅ل؇
܋৖৑ިިت اଫଊܳوّ ဪّأ؇ࠍ ܋٭ژ اܳٺ؇ܳ٭۰ اఈఃৎ৊ۋޙ۰ ๤๑฽ح ألݯً؇. ሒሃ ؇ዛዀڰෛູ اෂී݁ިز ૭૜݄٭۰ إ༟؇دة ৙৑ن إݪ؇ڣ٭۰، ᄭᄥۋ٭ ሌᇿإ ොູٺ؇ج اይዧ؞ݞ ሒᇭ ఈًఃأݬ اৎ৊أޚ؇ة

(.ሒᇆ؊ݿ٭ ؇ৎ৊ ڣٺܝࠕࠫ اৎ৊ྟފޚ۰ اܳݱިرة أ݁؇ ذዻዧ؛ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰

اिऻ֔܋ոة اॊूرոؓم ոֵ୹୴ຑ ֆڲ ୹ً୴֔ؔ اڤ۰୹ည࿮מڎמ١ اڤજ੻وׂܙټܙूेت ո֔ঁయڲڞ ټמ؉
ᄴᄟى ᄭᄥۋ٭ إ༟؇دة اܳྥފ݄٭۰ َگޚ۰ ᆇᅦ٭؇ء. ڣگިا༟ڎ اܳݱژ واܳأ݄ިد ᄭᄥ൞ശܳوا ّگިل ؇۳ၯ၍ «۱ڍه اࠍఈః੅ل؇ ෛ੼ٺܹڰ۰ ؇ዝཟًأ ؜݆ ًأݥ»، و๤ཇط
ا৖৑ۊٺఈఃف اႤၽܳ݁ܭ ਊಱࠔࠥ ؇ً༲٭ොේ ොູب أي إ༟؇دة ૭૜݄٭۰ ይዧݠ݁ިز. ܳـܝ݆ اෂීڢܾ اৎ৊أޚް لگިل «۱ڍه اࠍ੅ܹ٭۰ ොູٺިي 5 ً؇ܳݯٴޔ»، وًأڎ إ༟؇دة
اܳྥފ݄٭۰ ৖৑ ߌߵى ًިب ݿިى σ(5) — ਲ਼ਦر ݁گٷؕ ؇݁ — ݆݁ دون أن لأݠف إ༟؇دة اܳྥފ݄٭۰ σ. ఈఃڣ ૭૏ٺޚ٭ؕ اܳٺۜگݑ ݆݁ ๴ཇء. وᎂذا
؇ষߵ঒ ߙ ۱ڍا ఈఃً إݬఈఃح، ஓ୷ܝ݆ ྘ܳ৙৑ݴ إਊು؇ت أن ۱ٷ؇ك ᄎჼނٴ ۰༲٭ොේ ؇݁ ؕ݁ ෠ູ؇۱ܭ ا৙৑رڢ؇م ۰༟ިޚٴৎ৊ا ،ఈًఃأݬ و۱ڍا ৖৑ ཯ྦྷٴب ؇ً٪྘ނ ؜݆ ۱ڍا
اይዧ؞ݞ. ᄴᄟى ا৙৑دਃಸ؇ت اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ إݬ༡ఈః؇ن ل؇ن. ݁أ٭؇ر
ّأ٭ڎ ቕ቉ ،೑ಸ؇ٔ ༟؇م ྘ོଫଐًص 1…N ً؇ෂී݁ިز أ྘ܳݴ ஓ஄ߺ߿۱؇ ۰༡ިܳ — ا௰௯௫ڰ٭۰ ᄎჼاܳލٴ ሌᇿإ ༠ܹ٭۰ N ݆݁ إݪ؇ڣ٭ً؇ ݬڰً؇ أݪژ اളൄڲܙز. ١ຒڤܙ
أو ᆇᅦިد أو ݬژ اۊٺ٭؇ر ೞ಻؇༥ ሌᇿإ :ሒᇭ؇إݪ ۊ٭؇ر ሒᆶاܳأލިا ًިب ৖৑ۊٺٴ؇ر لݱٴں (N).σ…(1)σ ڣٺۜٺިي ،රඝآ ๴ཇء ႟၍ ؕ݁ ؇ዛው݄٭૭૜
اܳྥފ݄٭۰ إ༟؇دة ۰༡اܳߺࠊ ڣٺޙ۳ُݠ اඔ൹਍ು৖৑؛ أ྘ܳݴ ّܝލژ واຒ׿ة. ڲ֔܋ܡ رؓگ ຑڪמ١ ֆڲ اളൄڲܙز ١ຒڤܙ اۊٺ٭؇ر ஓ୷ܝٷ۬ ،۬༲ܳڰٺ gadget أو ᄭᄥ঺঒
اৎ৊أݠڣ۰ ቕሹڎ༟ ۱ڍا لޙܭ اৎ৊ޚٴިع. اෂීڢܾ ݆݁ ؇ዛው݄٭૭૜ اৎ৊أ؇د ۰༱اܳྡྷފ ً؇ܳݯٴޔ ّأݠض اৎ৊أޚް اෂීڢܾ ༠ܹ٭۰ أن ݆݁ ًިب و౫౜దگݑ ،ᄭᄟި੊اࠍ ጥ጑ܳٺ
৖৑ اይዧ؞ݞ. ݆݁ ఈًఃأݬ لأݠڣ۳؇ Ⴄ၍ن ༠ܹ٭۰ وڢ٭۰݄ — ஓ୾ڰݠد۱؇ ؇ୖ୒ ڢ٭۰݄ ৖৑و ᄭᄟިۏ ႟၍ ༥ڎࢴࣖ ݆݁ ෛٺ؇ر ُູ ሒሃو — σ ݿިى ਐಱأ޺޾ ৖৑ ًިب ৙৑ن
ّܝُྥލژ اܳ؞ލ؇ނ۰ أ྘ܳݴ ৙৑ن ݿܹࡗࡲ ܋ިިل واଫଊܳوّ .۰ਃಮ؜ލިا σ ً؇ۊٺ٭؇ر اዝདྷৎ৊ڎ ߙਃಱ߳ژ ሒᆞ؇༲ُగጻዧ وஓ୷ܝ݆ ا๤ཏܳل۰، اࠍఈః੅ل؇ ؜݆ ๴ཇء ๤ཏྥ཯ب

༥ڎاً. ఈًఃݪྕ٭ اܳލ۹ لݱٴں ปฆۋ اࠍ৖৑ި੊ت وଲ୍ُّر ،ᄭᄟިۏ ႟၍ ሒᇭ ೑ಸ؇ٔ ً؇ۋٺ݄؇ل
اৎ৊أޚް، اෂීڢܾ ڢ٭۰݄ ݆݁ اܳٺۜگݑ ࢻࣖل إݪ؇ڣٺ۬. ݆݁ ৖ً৑ࣖࢻ اࠍ੅؇ص ا৖৑ۊٺٴ؇ر لܭ ߙ߳ ل۰ ྲྀྡྷ٭ި ଫ଒أ܋ ۰༱૭૙ ۱ٷ؇ك ؓמܙد. ᅽᅰإ اिऻ֔܋ոة اॊूرոؓم ١ჸც݊ݦ
،(1)σ ؜݆ «ෛ੼ٺܹڰ۰ — ڢ٭݄ٺ۬ ᆇ໲໢ܭ มฆܳا اࠍ੅ܹ٭۰ ༟ڎا ؇݁ اෂී݁ިز ۰༡ިܳ ݆݁ ༠ܹ٭۰ ႟ၽً اৎ৊أޚް اෂීڢܾ ༠ܹ٭۰ ارًޔ اۊٺఈఃف: ًگ٭ިد ؇۱ଫِଊ༥أ
ਲ਼ਦر ި۱ ؇ًਃ಻ިَ؇ڢ اࠍ੅ܹ٭۰ ᄩᄥᆇ໲໢ أن ஓ୷ܝ݆ اᄳᄟي اܳިۋ٭ڎ ਲ਼ਦීෂا لܝިن ؜ٷڎ۱؇ .«(5)σ ༟ڎا ؇݁ ๴ཇء ႟၍ ؜݆ وෛ੼ٺܹڰ۰ ،… ،(2)σ ؜݆ وෛ੼ٺܹڰ۰
؇ً݁؇ஓ஄ ይዧٺۜگݑ ᄭᄥً؇وڢ اܳྥފ݄٭۰ إ༟؇دة ොູب ۰ਐಸ؇ٔ — ෛ੼ٺܹڰٺ؇ن» اࠍ੅ܹ٭ٺ؇ن «۱؇ّ؇ن َިع ݆݁ أරඝى ਵਦة اܳگ٭ިد ႟၍ ّݱٴں وᄔჼ۱ا اৎ৊أޚް. اෂීڢܾ
۰గၵ၍ روح ሒሃو ،௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ۰ਃ಻؇اܳٴ٭ اෂීݿިم દઊّߺࠊ ܋ިިل ߓߵوّ ሒᇭ ݁ފٴگً؇ اৎ৊ߺࠊ۰َ ይዧݠؤوس اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ ؇ዝཏَڰ ᄭᄥ٭੆اࠍ ሒሃ و۱ڍه اܳݱژ. ݁ټܭ
.රඝآ ڢ٭ڎ أي ݁ټܭ اৎ৊ފ؇واة ༟ڎم ڢ٭ިد ݆݁ gadgets ሌᇿإ اৎ৊أޚ؇ة ا৙৑رڢ؇م ොިلّ ُູ MegaSudoku-as-SAT ݬިرة ሒᇭ أఈః༟ه: gadgets
૭૏ٺ༱ڎم ৖৑ (2007 ،Rothblumو Pinkasو Naorو (Gradwohl ይዧފިدو܋ި ௧ਤاܳިاڢ اܳٴޚ؇ڢ؇ت ܋ިިل ߓߵوّ اոिऻدي. اڤજ੻وׂܙټܙل
— اࠍ੅ܹ٭۰ ڢ٭۰݄ ᆇ໲໢ܭ ݁ٺޚ؇ًگ۰ ًޚ؇ڢ؇ت ఈఃٔث أ྘ܳݴ ّݯؕ ༠ܹ٭۰ ႟ၽܳ ا৕৑ۊڰ؇ء. ਊಱڎأ أن ڢٴܭ اৎ৊أޚ؇ة ا৙৑رڢ؇م ྾ཏොຬو ،ఈًఃأݬ ૭૜݄٭۰ إ༟؇دة
۰݁ଫଐ᛻ො੼ اৎ৊أޚ؇ة ا৙৑رڢ؇م أن ًأ٭ྡྷ٭۬ ًިب ߌߵى ොຳ٭ت اिऻ֔܋ոة، اॊूرոؓم ոֵ୹୴ຑ ᆃᅞ ٝຖاڤܙ ڲڎ۾ܙ١ؔ ܳـܝ݆ ا๤ཏܳل۰، اࠍఈః੅ل؇ ሒᇭ ۬༥ިܳا ݁گߺࠊ۰ً
႟၍ ෛܹޔ ُູ ዛውܹ঺঒؇؛ ۰݁ඹඞ ሌᇿإ ؤ؇ܳټ۰ ᆇᅦިد۱؇، ۰݁ඹඞ ሌᇿإ وأරඝى ݬڰ۳؇، ۰݁ඹඞ ሌᇿإ ༠ܹ٭۰ ႟၍ ݆݁ ًޚ؇ڢ۰ ࣁ༠ࣖܭ ቕ቉ اܳٴޚ؇ڢ؇ت. ڢܹص ڢٴܭ
ا৙৑رڢ؇م ܳـܝ݆ اৎ৊أݠڣ۰)، اَأڎام ި۱ (و۱ڍا اৎ৊ިݪؕ ݁أߺࠊ݁؇ت اࠍ੅ܹޔ ਵّਦࣖࢴ N. اෂී݁ިز ᆇᅹ٭ؕ ොູٺިي ؇ዛኡأ ݆݁ ًިب و౫౜దگݑ وّܝُލژ، ۰݁ඹඞ

اܳٴޚ؇ڢ؇ت. لؕ ّިز ࠍ੆ޙ۰ ً؇ܳڰأܭ ཿُྟٺب اৎ৊أޚ؇ة
اࠍ੆گ؇فݑ ݆݁ ً ޖ؇۱ݠا ਊಱࠔࠥ ؇ৎ৊ دڢ٭ݑ ݪٴޔ ި۱ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ܋ިިل ߓߵوّ ਵਦاراً: اৎ৊گ؇ل إܳ٭۬ لأިد اᄳᄟي َڰފ۬ ި۱ اᄴᄟرس ،ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ၯ၍ٺ؇ ሒᇭ

أරඝى. ᄭᄥًިݿ٭ «5 «૭૜؇وي إد༠؇ل إ༟؇دة ෠ຬص ዻዧᄳᄟ — «5 «૭૜؇وي ިउइࣸو ෛ੼ٺܹڰ۰» ؇۳ၯ၍» আॻ༟ ොູ؇ڣޓ اܳྥފ݄٭۰ إ༟؇دة ا৕৑ۊڰ؇ء. ًأڎ

:௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ ৖৑َأڎام มฃ۱ᄳᄟا اࡺ࢕ࢦިذج إَ۬ اܳިرڢ۰. ሒᇭ اৎ৊ިۏިد ܋ިިل اଫଊܳوّ ྘ܳݴ ۱ڍا
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.؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ اෂීݿ؇فܭ وًިب أ྘ܳݴ ོྥٴ؇دل •
.۰ਃಮ؜ލިا اۊٺٴ؇رات ًިب ෛຬٺ؇ر •

اႤၽܳ݁ܭ. اࠍ੆ܭ ৖৑ ڣگޔ، ঌॻ௱௯௫ا ا૭૜৖৑؇ق أ྘ܳݴ ّܝލژ •
ا๤ཏܳي. أ྘ܳݴ ༡ܭ دون ݆݁ ّިܳ٭ڎه ஓ୷ܝ݆ Ⴄ၍ن ًިب ߌߵاه اᄳᄟي اዝདྷৎ৊ڎ أن ࿓؆ޖ۳؇ر اࠍ੅ݱިݬ٭۰ ߓߵ۱؇ن لأ݄ܭ •

:۰ਃಸ؇෠ຬإ ۋگ٭گ۰ আॻ༟ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام لگިم إذن

.ఈًఃڣأ ො੼ُ؇كٍ ل༥ިڎ

݁ފٴگً؇، أ༟֡ڎت ᄎცଫଐ݁ލ ۰ਃಮ؜ލިا ᄭᄥݿܹފ ৖৑و ݁ިٔިق، إ༟ڎاد ل༥ިڎ ৖৑ ๤ཡ਍ಾف. ቕ቉ وا༡ڎة إਊು؇ت ᄭᄥݿܹފ أ྘ܳݴ ߙߵݿܭ .۰ොຬݠৎ৊ا اඹජ৙৑اء أزل وا৚৑ن
.؇ዛዀڣ اܳٴگ؇ء ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ มฆܳا ۰٪྘اܳٴ ሒሃ ۱ڍه أࢻࣖاً. ؇ً࿓ذႤ၍ ܳ؞ݞاً ًިب لگٴܭ ৖৑أ و෠ຬص

݁٭ਃ಻Ⴄၽܝ٭۰ ڢިا༟ڎ ؕ݁ اܳٴڎዛኗ٭؇ت ݆݁ ۰ਐಸ؇ٔ ۰༟ިᆇ୞୘ — اৎ৊ٷޚࠔࠫ ปฃأৎ৊؇ً رᆙᆊ޶ إਊು؇ت َޙ؇م أي ؓܙاຐ׿: ոफःب ཿྟبّ .ᄭᄥ٭੆اࠍ ڢٴܭ أරඝى ෛஙݱ٭۰ ሌᇿإ ොຶٺ؇ج
لݱُ؇غ ۱ٷ؇ ݆݁ ሒᇆ؊ل ؇݁ ႟၍ اዝཇ৙৑ݠ. اৎ৊ټ؇ل ሒሃ ل؇ݪ٭؇ت، ීෂا ሒᇭ اܳگ٭؇ݿ٭۰ اܳٴڎዛኗ٭؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ ،ZFCو اည৊ܝٺ۰ًި. ل؇ݪ٭۰ ීෂا ඔ൹۱اଫଊܳا ݆݁ ይዧٺۜگݑ

ZFC. ዻዧذ ሒᇭ ؇ஓ୾ ོྦྷٴٺ۬، ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب أي ؕ݁ اܳٴٷ؇ء لأ݄ܭ ਵਦن: وا৖৑ۊٺ٭؇ر ݁ފٴگً؇، ෛ੼ٺ؇ر ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰
اܳٷޙ؇م أي — ۱ڍا اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ؇ًஓ୴دا มฃّأ ۱ٷ؇ system) (proof إਊು؇ت» «َޙ؇م ؜ٴ؇رة :؇ዝཏَڰ اܳިرڢ۰ ݆݁ ݁؊ۊިذة اݬޚఈఃۋ٭۰ (ఈః݁ۋޙ۰

و«اৎ৊ٺۜگݑ».) «اৎ৊ټُྟبِ» ڣྥފ݄٭؇ن وًިب أ྘ܳݴ آܳ٭ٺ؇ أ݁؇ أ྘ܳݴ. ߙߵݿ۳ܹ؇ มฆܳا اෂීݿ؇فܭ มฃّأ ৖৑و — ل؇ݪ٭۰ ීෂا ඔ൹۱اଫଊܳا ݆݁ ౫౜దگݑ اᄳᄟي اᆙᆊීෂ޶
ا۱ଫଊܳ؇ن. ଫଃّ؞ ؇ዛዊܳـܝ اܳأఈః݄ڢ۰، اܳފިدو܋ި ًگݱ۰ ሒᇿاܳ؞ިد اܳޚ؇ًؕ ذات ۰༱اܳྡྷފ ොູٺڰޓ

؇ஓ୾ر اܳـܝިا྘ܳݴ ༠ܹژ َڰފ۬. ً؇ܳٺྡྷފ٭ݑ MegaSudoku(n) ݆݁ ܳ؞ݞان Dو S اܳگݱ۰، ሒᇭ .D ّ۬ᆙᆊو َڰފ۬، اܳޙ؇۱ݠ ܾ፳፞༕؇ً ؇ًਃ಻؇ٔ ڢ٭ިد َޙ؇م ଫଐ༠ا
ݬ٭؞۰ ݆݁ D ปฃྟُ཯ .؇ዝཏَڰ ᄎჼاܳލٴ ቕሶఈఃّ ሒᆞ ݁ޝذل۰ ଫଃ༚ وᆇᆅ٭۰ ًگ٭ިد ۋލ۱ި؇ ஓ୷ܝ݆ ਵਦ৙৑ا ෑෂم وᎂذا ෛ੼ٺܹژ؛ ܾ۠ොຳ ݬأٴ۰ ݁ٷޚگ٭۰ ܋ݱ٭؞۰ D ࢻࣖأ
ّأٴ۰٪ أي ᄩᄟ ༥ިّڎ ৖৑ ݁ܝފިر ܳ؞ݞ ݁ټܭ ،۰༲٭ොේ ڢ٭ިد۱؇ ᆇᅹ٭ؕ ෠ຬأܭ ይዧگࡗࡲ إݿٷ؇د ل༥ިڎ ৖৑ (unsatisfiable): ఈًఃڣأ ୸ቤቘرոۛء ႞႖ּոؓ જੴ຋ ݁ٷޚگ٭۰

.۰༲٭ොේ ّأٴ۰٪ Dܳـ ༥ިّڎ ৖৑ إذن ༠؇ޗ۰٪». «X وأن «۰༲٭ොේ «X ً؊ن َڰފ۬ اܳިڢب ሒᇭ ّޚ؇ܳص ݬ٭؞۰ ݿ٭ܝިن ૭૖٭ޔ ݁ټ؇ل .ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۰ਃ಻ިَ؇ڢ
«not-Xو «X دۋݥ ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب أي ૭૏ٺޚ٭ؕ اܳފྟص: ୒ୖڍا لڰލܭ أఈః༟ه اܳྟފ٭ޔ اৎ৊ټ؇ل .۬༲ڣݯ ዝ๎ะܭ ݁ܝފިراً ܳ؞ݞاً D لܝިن ৖৑أ ෠ຬص ܳـܝ݆
D دۋݥ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب اݿٺޚ؇ع ڣ؆ذا ڢݱଫଃة. ۰༶ොຳ ؇ዛኤ؇ਊುإ ا௰௯௫ٺ؇ر اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ لگ۰ ًޚݠ Ⴄ၍ذ۰ً D ّܝިن أن ෠ຬص وا༡ڎ. ݿޚݠ ሒᇭ
ዛዊᚬ؇ر و݁أ۬ أ྘ܳݴ، ๤ང دون ݆݁ ඔ൹۱اଫଊܳا ਐ಻؆࿓؇ج ૭૏݄ں Ⴄ၍ن ؇ஓ୾ر اᄳᄟي اܳٴڎلܭ لݑ اܳޚݠ اݿྥٴأ؇د ؜ٷڎ۱؇ ஓ୷ܝ݆ اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳگݱ۰ اዛኡ؇رت ،ଫଃڢݱ ۱ଫଊً؇ن
أن আॻ༟ ଫଃڢݱ ߓߵ۱؇ن اܳٷޙ؇م ዻዧذ دا༠ܭ ل༥ިڎ ৖৑ ًܝڰ؇ءة: ؇ዝཟدۋ ೑ಸ؇اܳټ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ ᄭᄥف؇༟ ݆݁ D ෛٺ؇ر ُູ ዻዧᄳᄟ اࠍ੅ݱިݬ٭۰. ᆙᆕ؇ن

༡ܭ. ఈఃً D
«إ݁؇/أو»: ؜ٴ؇رة ؜݆ اܳިا༡ڎة ᄭᄟ؇ීݿෂا ذو أ྘ܳݴ ߓߵ۱؇ن لݱٴں

༡ܭ. ᄩᄟ D أܾ اܳޚّ֡ أن أو ༡ܭ، ؇ୖ୒ S اࠍ੆گ٭گ٭۰ اܳأఈః݄ڢ۰ اܳފިدو܋ި أن إ݁؇

اܳڰݱܭ ཯ྦྷٴب ًܭ ༡ܭ». ؇ୖ୒ S إذن ༡ܭ، ؇ୖ୒ ྘ܳݴ «D ا۱ଫଊܳ؇ن لگިل ৖৑و .۰༲٭ොේ S ෠ູأܭ ل۰ ො஖ݠ لگ۰ ًޚݠ D ᄴّ֟ᄟިُّ ৖৑ اৎ৊ٷޚگ٭۰. ᄭᄥاܳިݬ ሒሃ ۱ڍه
ஓ୷ܝ݆ ఈఃڣ — ؇ୖ୒ ༡ܭ ৖৑ — اܳިاڢؕ ሒᇭ Ⴄ၍ذ۰ً D أن ؇ஓ୾و .؇ً ੆ݬ؇ࠍ ؇ً࿖؇۱ߓߵ ጥ጑ஓ୷ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ اႤၽܳذب اܳڰݱܭ إن اܳٺ؇۰݁ ۰݁ఈఃاܳފ وّگިل .D أو S
ّݱٴں Ⴄ၍ذ۰ً S ۏأܭ أܾ اܳޚّ֡ ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ ༡ܭ. Sܳـ لܝިن أن ࢻࣖ ఈఃڣ ا۱ଫଊܳ؇ن، ڢٴُܭ إذا ዻዧᄳᄟ .۰༲٭ොේ S ೑಻Ⴄ၍ إذا ৖৑إ ؇ً༲٭ොේ اܳڰݱܭ لܝިن أن

.۰༲٭ොේ
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ݿ྘ފ݄ں وႤ၍ن ࢻࣖلܭ. ܋ލ؇۱ڎ ݿ٭أ݄ܭ أܾ اܳޚّ֡ ༡ܭ Ⴄ၍ن ༡ܭ. Dܳـ Ⴄ၍ن ިܳ ݿ٭༲ڎث Ⴄ၍ن ݁؇ذا اݿ؊ل اৎ৊أݠڣ۰، ً؇َأڎام اܳލྟ٭۬ اࠍ੊ݞء أ༥ܭ ݆݁ ܳـܝ݆
ዻዧᄳᄟو ،Dܳـ ༡ܭ ৖৑ اܳިاڢؕ ሒᇭ .؇ً ভ঒؇ො੼ُ ݿ٭أޚ޶ Ⴄ၍ن إَ۬ أي — اܳأఈః݄ڢ۰ ይዧފިدو܋ި اࠍ੆گ٭ࠔࠫ أ྘ܳݴ ༡ܭ ݁أݠڣ۰ دون ݆݁ ඔ൹۱اଫଊܳا ਐ಻؆࿓؇ج ܳލۛݧ

.੯੩݁؞ لݑ اܳޚݠ أن ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب أن اܳڰଲ୍ة ܳـܝ݆ .੯੩݁؞ ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا ሌᇿإ لݑ اܳޚݠ ۱ڍا
اֿ֔׿ام أ༥ܭ و݆݁ .۰༲٭ොේ ّܝިن أن আॻ༟ S ଫଊ᛻෠ຬ D» أو «S আॻ༟ ؇ً ੆ݬ؇ࠍ ؇ً࿖؇۱ߓߵ ڣ؆ن ዻዧᄳᄟو Ⴄ၍ذ۰ً، D اڤۻ୹୴ڲ١، أ༥ܭ ݆݁ وޖ٭ڰٺ؇ن. Dܳـ إذن

ᆙᆘܝٷ۰. اႤ၍؇௱௯௫ة ݿ٭۠أܭ Ⴄ၍ن اᄳᄟي أܾ اܳޚّ֡ لݑ ޗݠ ۰༟๤๎ื ૭૏ྥٴأڎ أن اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ ዻዧᄳᄟو D، دۋݥ لݱأص اڤءոّ֔ل، اिऻ֔ۑ١ؔ
:ި۱ ا৙৑݁؇ن اۊٺٴ؇ر لأڎ ቕረ وᄔჼ۱ا

ڣأఈًః؟ ݁ިۏިد ؇ً ভ঒؇ො੼ُ أن إਊು؇ت ૭૙ٺޚ٭ؕ ۱ܭ

لݱٴں: ًܭ

݁ފٺۜ٭ܭ؟ ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا وۏިد أن ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ᄴᄟل۹ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ۱ܭ

঺঒؇ب دا༠ܭ ཯ྦྷٴب و(ب) اۊٺٴ؇ر، රජ؆࿓اء ఈః݁ۋޙٺ۬ ஓ୷ܝ݆ (أ) มฃ݁أ ᆙᆕ؇ن ႟၍ :ሐᇚ؇݁ڰ ިොຶ আॻ༟ ڢިي ๴ཇء ཯ྡྷٺھ ،৖৑ ۰ً؇༥৕৑ا ೑಻Ⴄ၍ إذا
اৎ৊ڰگިد، ଫଃاܳگݱ اᄴᄟۋݥ ਍ಸڰފ۬ ႟ၽލ྘ݿ Ⴄ၍ن اܳݯ݄؇َ؇ت ۱ڍه ݆݁ أي আॻ༟ ༃ဒ؇َ ෠඾ިم ڣ؊ي ً؇ܳڰأܭ. ౫౜దگݑ ො੼ُ؇كٍ، وۏިد ݆݁ ཯ྥٴؕ أَ۬ اܳگިا༟ڎ

اܳڰأّ؇ل. اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ሒᇭ «اܳڰأّ؇ل» اࠍ੊ݞء ި۱ ۱ڍا ݁ިۏިد. ଫଃ༚ ଫଃاܳگݱ اᄴᄟۋݥ و۱ڍا
اܳٺأܹ٭݄޶: اܳڰݠق لܝިن وᄔჼ۱ا

݁ިۏިد. ؇ً ভ঒؇ො੼ُ ৙৑ن آ݁ٷ۰ ඔ൹۱اଫଊܳا :୘ଽ۰מ୹ည࿮اڤ اिऻ֔ۑ١ؔ اֿ֔׿ام
৖৑ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ৙৑ن ఈఃగጻዧۋޙ۰ ᄭᄥً؇اܳگ ا৙৑݁؇ن اۊٺٴ؇رات ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ آ݁ٷ۰ ؇ዛኡأ আॻ༟ ඔ൹۱اଫଊܳا َأ؇݁ܭ ֈܙدل: ֵؠ١ ܈ۑ ࣷ࣬ຐ اڤءոّ֔ل اिऻ֔ۑ١ؔ اֿ֔׿ام

݁ފٺۜ٭ܭ. ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا أن ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ૭૏ٺޚ٭ؕ
دون و݆݁ وا༡ڎة، ᄭᄟ؇رݿ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰: ۰༱اܳྡྷފ ۋޚ݄ب มฆܳا اܳټఈఃث ً؇ࠍ੅ݱ؇فݧ ً؇৖৑ۋٺڰ؇ظ ܳߺࠊرڢ۰ ૭૏݄ں ؇݁ ألݯً؇ و۱ި أݪأژ. ሒᇃ؇اܳټ ا৖৑د༟؇ء

.۰݁؇ّ ۰݁ఈఃوݿ إ༟ڎاد،

ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا ؗ٭؇ب إਊು؇ت ૭૜ٺޚ٭ؕ ৖৑ اࠍ੊ڎࢴࣖ: ا৖৑ۊٺٴ؇ر
اܳފޝال. Ilango ෛູڰ٭ژ ଫଃل؞

:௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ૭૏؊ل

ො੼ُ؇كٍ؟ ل༥ިڎ ۱ܭ

أݪأژ: ৖ً৑ݿޝا ڣ྘ފ؊ل اܳڰأّ؇ل اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام أ݁؇

ො੼ُ؇كٍ؟ ل༥ިڎ ৖৑ أَ۬ ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ّ۬ଫଐ༠ا اᄳᄟي اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ۱ܭ
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ܳـܝ݆ — ዻዧذ ૰૖؊ن ۰ොෘوا واܳިرڢ۰ — اܳިاڢؕ ሒᇭ ො੼ُ؇كٍ ل༥ިڎ ৖৑ :۰ਊಱਵؗ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اܳٴٷ؇ء لأ྘ݷ اܳڰଲ୍ة. ۏ۱ިݠ ܳـܝٷ۬ ّگٷ٭۰، ۰༚اوਵਦ ۱ڍا ਊಱڎو ڢڎ
اܳٷޙ؇م ڣ؆ن اᄴᄟۋݥ، ۱ڍا ݁ټܭ ݿྥٺޚܹص ۹݄ዛኤ ۰٪྘ݿ ۰༶ཹྥ٭ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ ڣ؆ذا وۏިده. ༟ڎم ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ ۬ ّ֟ ཿྟٺّ اᄳᄟي اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب

.༇຀؇اܳٷٺ ጥ጑ّ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ اৎ৊أݠڣ۰ ቕሹڎ༟ َ۬Ⴇ၍ ๤ཡਐಱف لޙܭ
(optimal) أڲ׭ڞ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ް݄૭૏ .ඔ൹۱اଫଊܳا ل۰ َޙݠ ݆݁ اܳأఈఃڢ۰ آ݁ٷً؇». ଫଃاܳྥލڰ ෠ຬأܭ «ؗިدل أن ปฃأஓ୾ ৖৑و ،۰਍ಱ ஼ண ৖৑ ؗިدل. ࢴ༠ࣖܭ ۱ٷ؇
اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ،ଫଃڢݱ ۱ଫଊً؇ن มฃأৎ৊ا اܳٷިع ݆݁ ݬ٭؞۰ دۋݥ ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب أي اݿٺޚ؇ع ؇గၵ၍ ᆙᆘܝ݆: َޙ؇م أڣݯܭ دڢ٭ݑ، ปฃأஓ୾ Ⴄ၍ن، إذا
إոॻలت ֿ܊ոم ֵܙຖ׿ ेू أن 1989 ༟؇م Pudlákو Krajíček ༡ڎس اࠍ੆ڎود. ଫଃ܋ټ ًأ؇݁ܭ ଫ଒܋৙৑ا আॻ༟ أޗިل ۱ଫଊً؇ن ألݯً؇ ዻዧذ لڰأܭ أن ا৙৑݁ټܭ
݆݁ وا༡ڎة ۱ڍه .ଫଃًܝټ اۊٺݱ؇راً ଫ଒أ܋ ًݱިرة ۰༲اܳݱۜ٭ اܳأٴ؇رات ݆݁ ؇݁ ᄭᄥف؇༟ ཯ྦྷٴب රඝآ ঺঒؇ب ل༥ިڎ ོྦྷٴٺ۬، اᄳᄟي اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب Ⴄ၍ن ؇ً࿌أ أڲ׭ڞ:
اܳأٴ؇رات ًأݥ ܳ؞ިدل: ا৖৑܋ٺ݄؇ل ༟ڎم ۱ଫଊ݁ٷ۰ ݆݁ اܳٺأگ٭ڎ، ل۰ َޙݠ ًݱ٭؞۰ ا௱௯௫ڎود، ೞಱاܳگݠ ሒሃو ،ඔ൹۱اଫଊܳا ّأگ٭ڎ ሒᇭ ل۰ ஼ணݠৎ৊ا ۰༡ިڰٺৎ৊ا اࠍ੆ڎوس
لଫଐك ೑ಸ؇ٔ ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب ႟၍ ৙৑ن ًܭ اৎ৊ٴڎأ، ۋ٭ت ݆݁ ਊುఇዳዧ؇ت ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ ؇ዛኡ৙৑ ৖৑ — ۬ ّ֟ ཿྟٺّ اᄳᄟي اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ሒᇭ ڢݱଫଃاً ؇ً࿖؇۱ߓߵ ጥ጑ஓ஄ ৖৑ ۰༲اܳݱۜ٭

ڢݱଫଃة. ඔ൹۱ߓߵا دون ݆݁ اܳگݱଫଃة اࠍ੆گ؇فݑ ًأݥ
.(ଫଃاܳྥލڰ ሒᇭ اࠍ੆ڎوس ૭ُ૜ٺ༱ڎم ؜ٷڎ݁؇ ل۰ ݁أ٭؇ر ݬ٭؞۰ ሒሃو ا࿭੗৙৑؇م»، ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ৖৑ «ܳأڎد َިع ݆݁ ఈًఃڢܹ٭ أڢިى (ًݱ٭؞۰ اࠍ੆ڎس ۱ڍا اܳިرڢ۰ ّڰଫଐض
঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑و ،ఈًఃڣأ ఇዳዧرݪ؇ء ᄭᄥً؇اܳگ ଫଃ༚ اܳݱ٭ؐ ݆݁ ᄭᄥݿܹފ ༥ިّڎ ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب ႟ၽܳ గఒ݁ިس: ،Pudlákو Krajíčekܳـ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ًڰݯܭ واܳأ؇ࢱࣖ،
؇݁ ሒሃ (unfiormity)، اਐ಻৖৑ޙ؇م أي اଫଃ༠৙৑ة، اࠍ੅؇ݬ٭۰ ۱ڍه .ոׂܙڤמ׿٢ ૭૜ٺޚ٭ؕ ܋ڰޝة ۊިارز݁٭۰ أن ܾ۱৙৑وا — ڢݱଫଃة ඔ൹۱اଫଊً ؇ዝཟدۋ اܳگިا༟ڎ

ڣݠاغ. ݆݁ ৖৑ إਐ಻؇ج، ۊޔ ݆݁ D اܳޚأިم ሒᇆ؊ّ ૰૜؞٭۳ܹ؇: أ྘ܳݴ ૭૜ٺޚ٭ؕ ڣأܹ٭۰ ۊިارز݁٭۰ ሌᇿإ وۏިدي اد༟؇ء ݆݁ ؇۳ၯ၍ اܳڰଲ୍ة ොຬިل
ا৖৑ݿٺ༱ڎام. ڢ٭ڎ اਊು৕৑؇ت ڢިة ሒᇭ اܳٷگݧ ۱ڍا وݪؕ ሒሃ ل۰ ଫଃاܳྥލڰ ᄎცݠ੆اࠍ

اܳٴٷ؇ء؟ لڰأܭ ݁؇ذا
.๴ང؇ݿ৙৑ا ᄩႍၽނ ሌᇿإ ෠ູݠࢴࣖه ًأڎ اܳިرڢ۰ ਍ಸ؇ء إܳ٭۹

اܳިاڢؕ، ሒᇭ ఇዳዧرݪ؇ء ᄭᄥً؇اܳگ ଫଃ༚ اܳݱ٭ؐ ݆݁ ًܝڰ؇ءة ይዧٺިܳ٭ڎ ᄭᄥً؇ڢ ᄭᄥݿܹފ ༥ިّڎ ،ඔ൹۱اଫଊܳا ّأگ٭ڎ اڣଫଐاض ොູب ZFC. ܳٷگܭ — ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب ཿྟبّ
ఇዳዧرݪ؇ء. ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ ؇ዛኡأ আॻ༟ ڢݱଫଃاً ؇ً࿖؇۱ߓߵ ጥ጑ஓ୷ ৖৑ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ܳـܝ݆

:ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽܳލ؇ً وا༡ڎة ᄭᄟ؇رݿ ݆݁ ؇ً࿖؇۱ߓߵ દِઑا وا৚৑ن

ఇዳዧرݪ؇ء. ᄭᄥً؇ڢ اࠍ੅؇ݬ۰ اܳݱأٴ۰ اܳݱ٭؞۰ ۱ڍه أن أو ఇዳዧرݪ؇ء، ᄭᄥً؇ڢ اࠍ੆گ٭گ٭۰ اܳأٴ؇رة أن إ݁؇

اܳأٴ؇رة أن มฃلأ زال ؇݁ ᄭᄟ؇ීݿෂا ڢٴިل ڣ؆ن ،۰݁ఈఃاܳފ ۰݁؇ّ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اਊು৕৑؇ت آܳ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا ዻዧᄳᄟ ఇዳዧرݪ؇ء. ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اࠍ੅؇ݬ۰ اܳݱأٴ۰ اܳݱ٭؞۰
اܳٺ؇۰݁. ۰݁ఈఃاܳފ আॻ༟ ොຶݱܭ وᄔჼ۱ا .۰༲٭ොේ اࠍ੆گ٭گ٭۰

Ⴄ၍؇௱௯௫ة ނ؇۱ڎ۱؇ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝ݆ ؜ٷڎ۱؇ ఇዳዧرݪ؇ء. ᄭᄥً؇ڢ ೑಻Ⴄ၍ اࠍ੅؇ݬ۰ اܳݱأٴ۰ اܳݱ٭؞۰ أن ෛູ٭ܭ اৎ৊أݠڣ۰، ً؇َأڎام اܳލྟ٭۬ ا৙৑݁؇ن ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ܳـܝ݆
ًܝڰ؇ءة. ዻዧذ ཯ྦྷٴب أن ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ܳـܝ݆ — اܳިاڢؕ ሒᇭ ఇዳዧرݪ؇ء ᄭᄥً؇ڢ ྘ܳފب اܳݱ٭؞۰ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ. اܳލ؇۱ڎ ݁أݠڣ۰ دون ݆݁ ඔ൹۱اଫଊܳا

݁ފٺۜ٭ܭ. ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا أن ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ ዻዧᄳᄟو
ఈఃగጻዧۋޙ۰، ᄭᄥً؇اܳگ ا৙৑݁؇ن اۊٺٴ؇رات ݆݁ ܋ٴଫଃة ڣ۰٪ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ෛຬڰ٭۬، ًܭ .௧ௌݿ٭ఈ႙၍ ො੼ُ؇كٍ ਐ಻؆࿓؇ج ๤ཏܳا اܳٷޙ؇م ෛຬࠕࠫ ৖৑ ا৖৑رႤၽّز. َگޚ۰ ሒሃ ۱ڍه

.ೞಮ؇༚ ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا ً؊ن ዝཇ؇دة إݬڎار ؜݆ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ࿾ேݞ ༠ܹژ
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اܳިرڢ۰؟ ሒᇼࣖࣁ ݁؇ذا
:۰ਃಾ৚৑ا ሒሃ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ۰༶واܳٷྥ٭ ޗٴگ؇ت. আॻ༟ ا྘ཬීෂފ٭۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ሒᇆ؊ّ

indistinguishable witness (non-interactive اڤ۾٢ո׿ ચੴמ଄૵ ոቌሱؔ ଄૨ڎڷ ेू ׂءຐոڪמ١ જੴ຋ إոׂոॻలت وۏިد — ݁أ٭؇ري ૰૜ڰଫଃي اڣଫଐاض ොູب
ֿ܊ոم ֵܙຖ׿ ेू إَ۬ اܳگ؇فܭ ඔ൹۱اଫଊܳا ّأگ٭ڎ ༡ڎس وොູب — ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت ݆݁ ݁أݠوڣ۰ ඹඞم ༟ڎة ݆݁ وོྥٴؕ ۏ٭ڎاً ݁ڎروݿ۰ ਍ಮႤ၍؇ت ሒሃو proofs)،
دون ݆݁ NP/SAT، ৎ৊ފ؇فܭ وا༡ڎة ᄭᄟ؇ߓߵݿ و݁ٺۜگگً؇ ݁ټُྟٺًِ؇ اܳگިا༟ڎ، ൞ശܳ؇ب اۊٺ٭؇ر ႟ၽܳ اܳިرڢ۰، มฃྟོ اոཞৈॊूم)، ڲڷ ᆃᄧոቌሒेू (ڤ֔׿د أڲ׭ڞ إոॻలت
గጻዧފ؇فܭ ๴ང؇اܳگ٭ ا৙৑ݬأص» اৎ৊ލଫଐك ྾ང؇اܳگ» ሒሃ (NP/SAT ا൞ശܳ؇ب. ዻዧذ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ৖ً৑؇ّڣأ اৎ৊أݠڣ۰ ༟ڎஓ୷޶ لܝިَ؇ن و ոׂڲ١، ୹୴۰ڲ١ ؕ݁ إ༟ڎاد،

ߙߵࣁࣖل۬.) زي ݿިى ྘ܳފب اܳأఈః݄ڢ۰ واܳފިدو܋ި ً؇৙৑ܳ؞؇ز؛ ۰ዛዀྟاܳލ
ᄭᄟإزا ሒᇭ ا৖৑؜ٺگ؇د :රඝآ ؇ً࿌݁أ٭؇ر اڣଫଐاݪً؇ اܳިرڢ۰ ڣٺݯ٭ژ ෠ູݠ཯ྟ٭ً؇، ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇اܳگ ا৙৑݁؇ن ۊݱ؇فݧ আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ૰૖؊ن ا৙৑وݿؕ ا৖৑د༟؇ء أ݁؇

إݪ؇ڣ٭۰). أݿ؇ݿ٭۰ ڢިة اࠍ੅ިارز݁٭؇ت ஓ஄ٷں ৖৑ ۰ਃಮاܳأލިا أن ّگݠ཯ྟ٭۰: (ًݱިرة BPP = P ۰ਃಮاܳأލިا
ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰: ۰༚؇ݬ٭ ݆݁ ۰༥ر؇੅اࠍ وً؇ይዧ؞۰

وا༡ڎة. ᄭᄟ؇رݿ ا۱ଫଊܳ؇ن •
݁ިٔިق. إ༟ڎاد ل༥ިڎ ৖৑ •

اႤၽܳذ۰ً. اܳأٴ؇رات إਊು؇ت ஓ୷ܝ݆ ৖৑ •
ො੼ُ؇كٍ. ᄩᄟ ل༥ިڎ ఈఃڣ — ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ปฃأৎ৊؇ً اৎ৊أݠڣ۰ ቕሹڎ༟ ྘ܳݴ اৎ৊ټُྟبِ •

.۰٪྘اܳٴ ۱ڍه ሒᇭ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ༇຀؇ਐ಻ ݆݁ ܳأٴ۰ আॻ༟ و݁ٴྡྷ٭۰ ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇ڢ أ݁ٷ٭۰ ۰༶ཹྥ٭ ႟၍ ොູگ٭ݑ ஓ୷ܝ݆ ܳـܝ݆ •

ሒᇆ؊ّ اܳྥލڰଫଃي ا৙৑݁؇ن لڰ؇ت ّأݠ ݆݁ ଫଃ܋ټ ܳأٴ۰. دا༠ܭ ྾ཡۊ ྲྀྥލ؞٭ܭ اۊٺٴ؇ره ஓ୷ܝ݆ ا৙৑݁؇ن ڣލܭ أن มฃّأ ڣ۳޶ .۰݄ዛᔻ «ೞಱᄔჼٺይዧ «ڢ؇ًܭ ۰గၵ၍و
႟ၽܳ ݁ټُྟٺًِ؇ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ّأޚ޶ ො੼ڎدة؟ ෠ູݠ۰ً ሒᇭ اܳڰިز أو ނ؇۱ڎ، اݿٺأ؇دة أو ،ᄭᄟدا ༟ܝݴ أو ،દઊଫଃڰ૰૜ ඔ൹ً ଩ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ྾ཡ੅اࠍ ૭૏ٺޚ٭ؕ ۱ܭ :႟ၽاܳލ ዛኞڍا
ఈًః݁ފٺۜ٭ لܝިن أن ༃ဒݠᆇᅫ وا༡ڎة دڣأ۰ ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇اܳگ اࠍ੅ݱ؇فݧ ႟၍ ጥ጑ஓ୷ وا༡ڎ ݁ټُྟبِ وۏިد أ݁؇ দগة. တ྾ ᆃᅞ واຒ׿ة ،ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇ڢ ༠؇ݬ٭۰
۱ٷ؇. ఈًఃڣأ لڰލܭ و۱ި ،ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇ڢ ༠؇ݬ٭۰ َڰފ۬ ި۱ («દઊරඝ৚৑ا আॻ༟ ا۱ଫଊܳ؇ن ؜ਵض ًިب («૭૏ٺޚ٭ؕ ቕሹاܳگڎ ا৖৑ݿٺ༱ڎام إ༟؇دة ෠඾ިم ৙৑ن —
ሒᇭ ఈًఃڣأ ّޙ۳ݠ มฆܳا اࠍ੅ݱ؇فݧ أي — اܳޚٴ٭أ٭۰ ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇اܳگ اࠍ੅ݱ؇فݧ ႟၍ ّ؞ޚ٭۰ ᄭᄟި݁أگ ًݱިرة ૭૏ٺޚ٭ؕ ڢڎ وا༡ڎاً ݁ټُྟٺًِ؇ أن اܳިرڢ۰ وّگଫଐح
ሌᇿإ ۬༥ި݁ اܳݯ݄؇ن .༃຃๤ཛྷ ༡ڎس ೞ಻؇༥ ሌᇿإ ،«௧ਤܳـ«ޗٴ٭ رᆙᆊ޶ ଫଃ༚ ݁ڰ۳ިم আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ๤དྷ݁وޗ۰ ۱ଫଊ݁ٷ۰ اࠍ੊ݞء ۱ڍا ܳـܝ݆ — ل۰ ଫଃاܳྥލڰ اৎ৊݄؇رݿ۰

๤ཏይዧل۰. اႤ၍؇௱௯௫ة আॻ༟ ቕሶ؇ڢ أو ڣܹފࠕࠫ ปฃ݁أ ႟၍ ሌᇿإ ৖৑ ఈఃగጻዧۋޙ۰، ᄭᄥً؇اܳگ ا৕৑ۊڰ؇ڢ؇ت
— ݁ٷٺޙܾ ݁ټُྟبِ ؕ݁ hiding) (witness اڤ۾٢ո׿ إػءոء َިع ݆݁ ّڰ؇༟ܹ٭۰ ଫଃ༚ ඔ൹۱ߓߵا أول اܳٴٷ؇ء لأޚ޶ :྾ང৖৑ا ૭૜ٺۜݑ గఒ݁ިݿ۰ ڣݠ؜٭۰ ۰༶ཹྥ٭ ۱ٷ؇ك
ܳأگިد. اܳٴٷ؇ء ڢ؇وم ܳـܝٷ۬ ݁ٺިاݪأً؇ ਊಱڎو દઇႤ၍ و۱ި — إ༟ڎاد ৖৑و ّڰ؇༟ܭ دون ݆݁ اࠍ੆ܭ»، আॻ༟ اܳأټިر আॻ༟ ༟؇૭૏ڎك ৖৑ ይዧ؞ݞ ༡ܭ وۏިد «إਊು؇ت أي

اܳިرڢ۰؟ ᄩᄟިّگ ৖৑ اᄳᄟي ؇݁
أ݁٭ٷ۰. اܳگޚأ۰ ਊಱࠔࠫ اᄳᄟي ྾ཏاܳگ ި۱ ۱ڍا

لژ. اܳٺأݠ ଫଃ؞٭ਐಸ ؇ዛ዇ٷ౯౜ద اܳٴٷ؇ء ༠؇ޗ۰٪. ೑಻Ⴄ၍ ۰ஓ୷اܳگڎ ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ا ۱ଫଊ݁ٷ؇ت إن ّگިل ेू ሒሃ
ጥ጑ஓ୷ ৖৑ ྲྀྡྷٺ۬ اᄳᄟي اৎ৊ټُྟبِ إن ۰༡ا๤ཛྷ ّگިل ڣ؇ܳިرڢ۰ .۰݁؇ّ ۰݁ఈఃݿ و݁ؕ إ༟ڎاد ৖৑و ّڰ؇༟ܭ دون ݆݁ ؇ً ൑ശݿ٭ఈ႙၍و ؇ً࿌د؇༟ ݁أݠڣ۰ اَأڎام ّأޚ޶ ेू ሒሃو

.؇ً ভ঒؇ො੼ُ
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ොູ؇ڣޓ ৖৑ واܳިرڢ۰ آරඝ؛ ෛஙݧ আॻ༟ وا༡ڎة ᄭᄟ؇رݿ ݆݁ ߓߵ۱؇ن ؜ਵض اৎ৊݄ܝ݆ ݆݁ زال ؇ᆇᅫ اݿٺ༱ڎا݁۬. إ༟؇دة ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ا۱ଫଊܳ؇ن أن มฃّأ ेू ሒሃو
َڰފ۬.) اܳگ٭ڎ ጥ጑ஓ୷ ݁ިٔިق إ༟ڎاد ؕ݁ ঌॻ༟؇اܳٺڰ ଫଃ༚ اৎ৊أݠڣ۰ (واَأڎام اႤၽَ৕৑ر. ڢ؇ًܹ٭۰ َިع ݆݁ ۊݱ؇فݧ আॻ༟

ّأگ٭ڎ ݆݁ ܋ٴଫଃة اڣଫଐاݪ؇ت আॻ༟ ۰༶اܳٷྥ٭ ّأٺ݄ڎ .ଫଃاܳྥލڰ وأݿݴ اܳٺأگ٭ڎ ل۰ َޙݠ ሒᇭ ᆇᅦܭ ۱ڍا .๤དྷྡྷይዧ ༥؇۱ݞاً ᆇᅦܹ٭ً؇ ৖ً৑ިި܋ ߓߵوّ ّگڎم ेू ؇ዛኡأ პაႰ
اৎ৊ٴڎأ. ۋ٭ت ݆݁ ᆙᆘܝ݆ ި۱ ؇ஓ୾ اܳٴٷ؇ء ੯੩أਐಱو ،ଫଃواܳྥލڰ ඔ൹۱اଫଊܳا

ا৖৑܋ٺ݄؇ل. ܳأڎم ا௱௯௫ڎودة واܳٷޙ؇߉ߵ ،আॻټৎ৊ا اਊು৕৑؇ت وأَޙ۰݄ اਊು৕৑؇ت، أَޙ۰݄ ଫଊ༟ ஓ஄ݠ ؗިدل ఈః༟ڢ۰ ل۰. ො஖ݠ أ݁ٷ٭۰ ۰ਃಮࢻࣖا «ֈܙدل» ۰గၵ၍ ෠ູأܭ ৖৑و
݁ފٺۜ٭ܭ، ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا أن ًܝڰ؇ءة ཯ྦྷٴب أن ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب Ⴄ၍ن إذا ًܭ: ਵਦورك». ۰గၵ၍ ᆇ໲໕޶ ا৖৑܋ٺ݄؇ل «༟ڎم ྘ܳݴ اৎ৊ڰ٭ڎ واࠍ੆ڎس

ا৙৑݁؇ن. لڰ؇ت ّأݠ ݁ފٺިى আॻ༟ اਊು৕৑؇ت ۱ڍا ݿྥٺޚܹص ೑಻Ⴄ၍ มฆܳا ا୒ୖ݄۠؇ت ݬڎ ڣ٭݄ܝ݆

۱ఈዳዧٺ݄؇م؟ ݁ټଫଃة ۰༶اܳٷྥ٭ ّޙܭ ৎ৊؇ذا
اܳލٴႤၽت و݁ފ؇فܭ ݁ڰ٭ڎة. RSA ஓ஁ޔ ݆݁ ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت ڣٺ؞ڎو ݬأص، ؜ިا݁ܭ ሌᇿإ ا༟৙৑ڎاد ොູܹ٭ܭ أ݁؇ن. ሌᇿإ اܳݱأ۰ًި ଫଃاܳྥލڰ ොຬިل ؇݁ ༚؇ܳٴً؇
إਊು؇ت દઇႤ၍ أن إਊು؇ت اܳݱأص ݆݁» ًܭ ،«๤ཏܳا ۋފ؇ب اܳݱأص ݆݁» ྘ܳފب أਵؗب: اܳݱأ۰ًި ۱ٷ؇ ݁ڰ٭ڎة. اܳލٴႤၽت ૰૜ڰଫଃات ڣٺ؞ڎو ݬأٴ۰،

ل༥ިڎ». أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ඔ൹݁أ
۰݁ఈఃاܳފ ඔ൹ً ّިߙߵاً ۱ٷ؇ك إن اৎ৊أٺ؇دة ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ا ّگިل ل۰. ଫଃڰ૰૜ ᆇᅒިارد ؇ًਊಱّگݠ اܳگިا༟ڎ و܋ٺص اܳٴڎዛኗ٭؇ت ّأ؇݁ܭ ڣ۳޶ ݁؊ܳިڣ۰. ଫଃ༚ اܳިرڢ۰ ਊಾڎو و୒ୖڍا
܋ލژ ًܝڰ؇ءة ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ اᆙᆊීෂ޶ اܳٷޙ؇م ܳـܝ݆ ،ೞಮ؇༚ ሒᆞ؇௱ُ ௯௫ا :ඔ൹۱اଫଊܳا ل۰ َޙݠ ݆݁ ݿٺ؇ر ༠ܹژ اܳٺިߙߵ ۱ڍا ڣٺݯؕ Ilango ᄎცරඞ أ݁؇ واႤ၍؇௱௯௫ة.

ؗ٭؇ً۬.
݁ٴ؇๤ཇة. ྘ܳݴ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ أو لڰأܭ، ݆ܳ ༃ဒر৙৑ا আॻ༟ اࠍ੆؇ܳ٭۰. اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام أَޙ۰݄ ො੼ܭ ݿ٭༲ܭ ۱ڍا أن ྘ܳݴ اৎ৊ڎ۱ݷ اࠍ੊ݞء اܳگ؇رئ، ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰

اܳ؞ޚ؇ء. ݆݁ ܋ٷިع ًܭ ੆਼ފص، ੊ျڎار ৖৑ ਍ಸ؇ءة: ًݱިرة اݿٺ༱ڎا݁۬ ஓ୷ܝ݆ ๴ཚ؇ل ීෂا اৎ৊ٷޚݑ ݆݁ ڢ٭ڎاً أن ሒሃ اৎ৊ڰ؇༥؊ة

ا৙৑دᄭᄟ؟ ڢިة ݁ڎى ؇݁
۱ܭ ި۱ اܳފޝال ෠ູݠ۰ً. ଲ୍ّرت ۱ܭ ྘ܳݴ اܳފޝال .ጥ጑ڣ أو أۋ٭؇ء ورڢ۰ ሒᇭ ؇ዛዊ؜ ෛ੼ٺܹڰً؇ ؇ً٪྘ނ «ᄭᄟد৙৑ا» ۰గၵ၍ มฃّأ ዻዧᄳᄟو ۱ଫଊ݁ٷ؇ت، ورڢ۰ ۱ڍه

ا৖৑د༟؇ء. ا۱ଫଊܳ؇ن ᄭᄥوݿܹފ وا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت لڰ؇ت اܳٺأݠ ࣁࣖ؜ܾ
਍ಮႤ၍؇ت اܳލ؇۱ڎ ଩ଃࡺ࢘ࢦ٭ ᄭᄥً؇اܳگ ଫଃ༚ اܳٺڰ؇༟ܹ٭۰ ଫଃ༚ ڣ؇ਊು৕৑؇ّ؇ت ༟؇ߓߵة. ྘ܳފب ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت و۱ڍه .؇ዛኤ؇اݪଫଐاڣ ૰૖؊ن ۰ොຬ๤ཛྷ واܳިرڢ۰ ݬިري، ا۱ଫଊܳ؇ن
أ݁؇ .ඔ൹۱اଫଊܳا ّأگ٭ڎ ሒᇭ ஼ணਵਦي ༡ڎس أ݁ټܭ إਊು؇ت َޙ؇م وۏިد ༟ڎم و༡ڎس ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت. ݆݁ ݁أݠوڣ۰ ඹඞم ༟ڎة ݆݁ وོྥٴؕ ଫଃاܳྥލڰ ሒᇭ ل۰ ݁أ٭؇ر

.ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇اܳگ ً؇ࠍ੅ݱ؇فݧ اࠍ੅؇ݬ۰ ا৙৑وݿؕ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ሒᇭ ৖৑إ ૭ُ૏ٺ༱ڎم ৖৑و ،۰ਃಮاܳأލިا ᄭᄟإزا ሒᇭ ݁أ٭؇ري ا؜ٺگ؇د ڣ۳ި BPP = P
إذا — اࠍ۱ި੊ݠ ሒᇭ ل۰ ๤ཚور ؇ዛኡأ ඔ൹ਊಱ ༟ܝފ٭ً؇ ؇ً۱؇෠ູا ོྦྷٴب ڣ۳޶ ا؜ٺٴ؇ޗ޶: ႟ၽ۱٭ ৖৑ اৎ৊ٷ؇ݿص اࡺ࢚ࢦ݆ ሒሃ ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت ۱ڍه ً؊ن ألݯً؇ اܳިرڢ۰ و෠ູ؇دل
ل۰ اৎ৊أ٭؇ر ا෠ູ৖৑؇ه أ༡؇دل۰ اᄴᄟوال اڣଫଐاض و݁ؕ اܳލ؇۱ڎ، ଩ଃࡺ࢘ࢦ٭ ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ ّڰ؇༟ܹ٭۰ ଫଃ༚ إਊು؇ّ؇ت وۏިد ݆݁ ࢻࣖ ఈఃڣ ،ఈًఃأݬ اܳٷިع ۱ڍا ݆݁ أྲྀྡྷ٭۰ و༥ڎت
ّأگ٭ڎ ሒᇭ ً؇رزاً ا܋ྥލ؇ڣً؇ ذاّ۬ ොຳڎ ݿ٭ܝިن ؇ዛዊ݁ أي دۋݥ :«ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ၯ၍ٺ؇ ሒᇭ «ڣިز َިع ݆݁ وا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت أ݁ټܭ. إਊು؇ت َޙ؇م ل༥ިڎ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑

اܳٺأگ٭ڎ. ل۰ َޙݠ أو ଫଃاܳྥލڰ أو ඔ൹۱اଫଊܳا
ڣ؇ܳݯ݄؇ن ،۰༲٭ොේ ೑಻Ⴄ၍ إذا ปฆوۋ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰. ଫଃّڰފ ଫଃ؞ਐಱ ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت، ጥ጑ّ ڣލܹب إذا ألݯً؇. ๤དྷ݁وޗ۰ ؇ዛዀڣ ڣ؇ܳټگ۰ ๤དྷ݁وޗ۰، ۰༶اܳٷྥ٭ ৙৑ن ܳـܝ݆

اܳިرڢ۰. ّأݠڣ۳؇ มฆܳا ඔ൹۱اଫଊܳا ل۰ َޙݠ আॻ༟ ۰ஓ୴؇اܳگ ا௰௯௫ڰڰ۰ ۰༱اܳྡྷފ ًܭ اႤၽܳ݁ܭ؛ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ྘ܳݴ
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ڣ٭۬ َأ྘ݷ اᄳᄟي اܳྥލڰଫଃي ቕረ؇اܳأ ّݱژ ؇ዛኤ؇اݪଫଐاڣ ً؊ن و݁ٺިݿޚ۰ و݁ྥފگ۰؛ ๤དྷ݁وޗ۰ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ۰༶ཹྥ٭ ོྦྷٴب اܳިرڢ۰ ً؊ن ༟؇ܳ٭۰ اৎ৊ٷ؇ݿٴ۰: ڣ؇ܳټگ۰ ዻዧᄳᄟ
ڣިري. ঌॻᆇᅦ أߜߵ ৙৑ي و݁ٷۛڰݯ۰ ڣأఈًః؛

اਵਦ৙৑؟ ܾዛኗ ৎ৊؇ذا
.੯੩݁؞ أَ۬ لڰଫଐُض Ⴄ၍ن ݁ފ؇راً اܳިرڢ۰ ّڰٺں

ورڢ۰ وّگިل .۰݁ఈఃاܳފ ّ؇م لܝިن أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑و إ༟ڎاد، ఈఃً وا༡ڎة ᄭᄟ؇رݿ ሒᇭ اႤၽܳ݁ܭ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ݪ؞ޔ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰: ل۰ اܳٷޙݠ ّگިل
؇݁ ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ ؇݁ আॻ༟ لأٺ݄ڎ ً؊ن ا৙৑݁؇ن لژ ܳٺأݠ وᆙᆊۜٷ؇ أ݁ٷ٭۰، أܳأ؇ب ሒᇭ اۊٺٴ؇ر۱؇ ஓ୷ܝ݆ มฆܳا اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ༇຀؇ਐ಻ ޗܹٴٷ؇ إذا Ilango:

.۰݁؇ّ ۰݁ఈఃݿ و݁ؕ إ༟ڎاد، دون و݆݁ وا༡ڎة، ᄭᄟ؇ߓߵݿ — اৎ৊ڰ٭ڎ اܳފߺࠊك ݆݁ ଫଃ܋ٴ ڢڎر اݿٺأ؇دة ڣ٭݄ܝ݆ ًܝڰ؇ءة، دۋݯ۬ ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ أو دۋݯ۬
؇݁ اݿ؊ل ل༥ިڎ، اᄳᄟي ؇݁ ڣگޔ ૭૜؊ل أن ࢻࣖل ل۰. ଫଃاܳྥލڰ اܳݯ݄؇َ؇ت ሒᇭ ଫଃٺڰܝይዧ ෛ੼ٺܹڰ۰ لگ۰ ޗݠ ؇ዛኡإ لژ. ّأݠ আॻ༟ ݬ؞ଫଃة رّިش ෠੼ݠد ྘ܳފب ۱ڍه

܋ٴྡྷ٭۰. ؇ዛᔻڎ༱اݿٺ ڣܹފڰ٭ً؇، ؇ً༥؇༟إز ًިݬڰ۳؇ ਊುఇዳዧ؇ت اܳگ؇ًܹ٭۰ ༟ڎم ّأ؇݁ܭ أن وࢻࣖل اݿྥٴأ؇ده. اܳگިا༟ڎ ঺঒؇ب ૭૏ٺޚ٭ؕ اᄳᄟي
إਊು؇ت ًܝڰ؇ءة ૭૏ٺޚ٭ؕ أ༡ڎ ৖৑» ܳأٴ؇رة ڣ٭۬ ஓ୷ܝ݆ ݬިري ปฃ݁أ ا৚৑ن ۱ٷ؇ك أݬٴں ّ؞ଫଃت. اৎ৊ڰ؇۱٭݄٭۰ لޚ۰ اࠍ੅ݠ ܳـܝ݆ ༚ڎاً، ঌॻ݄اܳأ ቕረ؇اܳأ ଫଃ؞ਐಱ ৖৑ ڢڎ

๤ཏྥ཯بّ». ቕረ ๤ཏܳا» ؜ٴ؇رة ݆݁ أردَ؇۱؇ มฆܳا ا৙৑ܳأ؇ب আॻ༟ ۰ஓ୴؇اܳگ ا৵৥ৠ؇ل؇ت ݆݁ ଫଃ܋ټ ৖৑ݿٺأ؇دة لܝࠕࠫ ؇ஓ୾ ل۰ ڢި ّܝިن أن ๤๎฽بّ» ڢڎ ๤ཏܳا أن
اܳأٷިان. ሌᇿإ ؗިدل ۰గၵ၍ ོྡྷٺ݄޶ و୒ୖڍا

اࠍఈః੅ݬ۰
اَأڎام إن اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ا ༇຀؇ਐ಻ وّگިل اܳލ؇۱ڎ. ܋ލژ دون ݆݁ ۰༲٭ොේ ؇݁ ؜ٴ؇رة ً؊ن ݁ٺۜگݑ ࿓؆ڢٷ؇ع ৎ৊ټُྟبِ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام إਊು؇ّ؇ت ૭૜݄ں
ًܭ ا৖৑ݿٺ৖৑؇༲ت. ۱ڍه Ilango Rahul ورڢ۰ ࣁࣖۋݥ ৖৑ .۰݁؇ّ ۰݁ఈఃݿ ጥ጑ஓ୷ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑و إ༟ڎاد، ఈఃً وا༡ڎة ᄭᄟ؇رݿ ሒᇭ ݪ؞ޚ۬ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ اৎ৊أݠڣ۰
݁ټܭ رᆙᆊ޶ ڢިا༟ڎ ঺঒؇ب — ෛ੼ٺ؇راً إਊು؇ت َޙ؇م أن ଫଐ૰૜ط ۋگ٭ࠔࠫ، ො੼ُ؇كٍ وۏިد اނଫଐاط ࢻࣖل اڤءոّ֔ل: اिऻ֔ۑ١ؔ اֿ֔׿ام ި۱ أݪأژ، ݁ڰ۳ިً݁؇ ّأݠفّ
وّأگ٭ڎ اܳލ؇۱ڎ) ଩ଃࡺ࢘ࢦ٭ ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ ّڰ؇༟ܹ٭۰ ଫଃ༚ (إਊು؇ّ؇ت ଫଃاܳྥލڰ ݆݁ ܋ٴଫଃة اڣଫଐاݪ؇ت ොູب ො੼ُ؇كٍ. ل༥ިڎ ৖৑ أَ۬ إਊು؇ت ًܝڰ؇ءة ૭૏ٺޚ٭ؕ ৖৑ — ZFC
ොຬگگިن ،۰݁؇ّ ۰݁ఈఃݿ و݁ؕ إ༟ڎاد دون ݆݁ NP/SAT، ৎ৊ފ؇فܭ وا༡ڎة ᄭᄟ؇ߓߵݿ ඔ൹ِ݁ټُྟٺ اܳިرڢ۰ มฃྟོ أ݁ټܭ)، إਊು؇ت َޙ؇م وۏިد (༟ڎم ඔ൹۱اଫଊܳا
ڣ۳ި «اܳޚٴ٭أ٭۰» اࠍ੅ݱ؇فݧ ۱ڍه ᆇᅹ٭ؕ ل؞ޚ޶ وا༡ڎ ݁ټُྟبِ أ݁؇ ༠؇ݬ٭۰. ًأڎ ً ༠؇ݬ٭۰ اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ݆݁ أܳأ؇ب আॻ༟ واৎ৊ٴྡྷ٭۰ ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇اܳگ ༇຀؇اܳٷٺ
༟৕৑؇دة ᄭᄥً؇ڢ ّޙܭ ඔ൹۱اଫଊܳا ৙৑ن ᄭᄥ݁ފٺۜ٭ ّܝިن أن ༃ဒਵਦ රඞڣ٭ً؇ ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇ڢ ༠؇ݬ٭۰ ႟၍ وّ؞ޚ٭۰ — ๴ངڎ༡ ؇ًਃಮඹජو ๤དྷ݁وط ሒᇭ؇إݪ ا݁ٺڎاد
ًިݬڰ۬ ඔ൹۱اଫଊܳا ل۰ َޙݠ ሒᇭ ਊುఇዳዧ؇ت اܳگ؇ًܹ٭۰ ༟ڎم ৖৑ݿٺ༱ڎام ༥ڎࢴࣖة لگ۰ ޗݠ ّأݠض ؇ዛዊܳـܝ ݁ྡྷލިرة، ۰ਃಮࢻࣖا ৖৑ و๤དྷ݁وޗ۰، ل۰ َޙݠ ۰༶اܳٷྥ٭ ا৖৑ݿٺ༱ڎام.

.؇ً࿌ଫଃڰ૰૜ ݁ިرداً

لܭ ިዛኤ ఈఃً ਵਦاۏأ۰
،۰݁؇ّ ۰݁ఈఃݿ و݁ؕ إ༟ڎاد، دون و݆݁ وا༡ڎة، ᄭᄟ؇ߓߵݿ NP/SAT ৎ৊ފ؇فܭ ඔ൹ِ݁ټُྟٺ ਍ಸ؇ء ஓ୷ܝ݆ اৎ৊أܹٷ۰، ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت ොູب اڤܙر١ؓ: ׂ܊٤ُۑه اႤ႐ي ոڲ
اৎ৊أݠڣ۰ اَأڎام ༇຀؇ਐ಻ ݆݁ ܳأٴ۰ আॻ༟ و݁ٴྡྷ٭۰ ೞಱᄔჼٺይዧ ᄭᄥً؇ڢ ۰༶ཹྥ٭ ႟၍ وොຬگگިن ෛ੼ٺ؇ر، إਊು؇ت َޙ؇م أي ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ৖ً৑؇ّڣأ اৎ৊أݠڣ۰ ༟ڎஓ୷޶ لܝިَިن
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༡ڎة. আॻ༟ ఈّ֞႙၍ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا
— ۏ٭ڎاً و݁ڎروݿ۰ ༥؇دة اڣଫଐاݪ؇ت ؇ዛኡإ .۰༲٭ොේ اৎ৊ޚߺࠊ۰ً ଫଃواܳྥލڰ ඔ൹۱اଫଊܳا ّأگ٭ڎ اڣଫଐاݪ؇ت أن ෕ຸوط: ୹୴ּ ֙༐ڲ׭ જੴ຋ ڤـڎרٝ ڲ֔ؠܙل ٢ܙ ոڲ

اڣଫଐاݪ؇ت. ّޙܭ ؇ዛዊܳـܝ — Ⴄ၍ڣ٭۰ ؇ዛኡأ პაႰ اࠍ۱ި੊ݠ ሒᇭ ل۰ ๤ཚور ؇ዛኡأ اܳިرڢ۰ ඔ൹ਊಾو
༟ڎم أو ඔ൹۱اଫଊܳا إႤၽَر ڢ؇ًܹ٭۰ أو ๤དྷྡྷይዧ؛ ༥؇۱ݞاً ᆇᅦܹ٭ً؇ َޙ؇ً݁؇ أو ّ؇۰݁؛ ۰݁ఈఃݿ و݁ؕ إ༟ڎاد ৖৑و ّڰ؇༟ܭ ఈఃً ؇ً ൑ശݿ٭ఈ႙၍ ݁أݠڣ۰ اَأڎام ׂ܊٤ُۑه: ेू اႤ႐ي ոڲ

ஓ୾ڰݠد۱؇. ଫଃاܳྥލڰ ّޝّ݆݁ ܳ؞ިدل ا৖৑܋ٺ݄؇ل ༟ڎم ۱ଫଊ݁ٷ۰ أن أو اݿٺ༱ڎاዛᔻ؇؛ إ༟؇دة
؇ًਃಮඹජ ّޙܭ اܳިا༡ڎ اܳأ؇ৎ৊޶ اৎ৊ټُྟبِ واد༟؇ءات اڣଫଐاݪ؇ت؛ ༟ڎة আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ۰༱૭૙ وأوݿؕ اৎ৊أݠڣ۰؛ اَأڎام ৎ৊ڰ۳ިم ෛູڰ٭ژ اܳݯ݄؇ن ا༉ໝൄളۻמ١: اڤؠמܙد

ّ؊ݿ྘ފ٭۰. ا৙৑ول اৎ৊گ؇م ሒᇭ ۰༶واܳٷྥ٭ ༡ڎݿ٭۰؛
ّݱژ ا৖৑ڣଫଐاݪ؇ت ً؊ن ݁ٺިݿޚ۰ ؤگ۰ لڰ؇ت. اܳٺأݠ ڢٴُܹب إذا ۰݄ዛᔻ ๤དྷ݁وޗ۰ ل۰ َޙݠ ۰༶ཹྥ٭ ۱ڍه ً؊ن ༟؇ܳ٭۰ ٔگ۰ اڤո֔م؟ ቞ቘؠոرئ اिऻר۰ոץ١ اڤ׭ؠ١ ڲؠ׿ار ոڲ
ل۰ َޙݠ ݆݁ ༥ڎࢴࣖاً لگً؇ ޗݠ ෠ູڎ ًܭ اৎ৊أݠڣ۰؛ اَأڎام اݿٺ৖৑؇༲ت ๤ཏّܝ ৖৑ اܳިرڢ۰ :ሒሃ ا৚৑݁ٷ۰ واࠍఈః੅ݬ۰ .ೞಱڢݠ ঌॻᆇᅦ ๤๑ฺ ሒᇭ ݁ٷۛڰݯ۰ ؤگ۰ اܳިاڢؕ.

ا৙৑݁؇ن. أܳأ؇ب ݆݁ ܋ټଫଃاً ܾዛኤ มฆܳا ؇ዛዊ݁ اඹජ৙৑اء ۋިل ఈዳዧܳٺڰ؇ف ඔ൹۱اଫଊܳا
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