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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

ki tor eyni lokal hondosoni béliisiib yeno do forgli

formalar ola bilor

Publications mathematiques de 'IHES-daki konstruksiya ilk kompakt Bonnet clitlorini
verir: ti¢olctilti fazada uygun noqtalardo eyni daxili metrikaya va eyni orta ayriliya malik,
amma sart harakata qador eyni sath olmayan iki hamar, real-analitik tor. Natica sath
handasasinda kohna unikalliq suallarint baglayir va calbedici bir fikra doaqiq aks niimuna
verir: kifayat qador lokal 6l¢manin kompakt formant miitlaq mtiayyan etmasi fikrina.
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riyaziyyat

Ozunu tanltmaqdan imtina edon forma

Tesavvir edin ki, bir sathin kenarina gixmaga icazeniz olmadan onu ol¢ursunuz. Sath boyunca
masafalari 0l¢e bilarsiniz: sathin 6z tizerinda harakat etsaniz, bir noqtadan digarinas na gadar
yol var. Bu, sathin metrikasidir. indi kenardan bir 6l¢ii da alave edin: har néqtads sathin orta
ayilmasini, yani orta ayriliyini geyds alin.

Bu, coxlu malumat kimi saslanir. Bir cox sath tg¢un haqigaten kifayastdir. Daxili masafslari
vo orta ayrilik funksiyasini bilsaniz, ti¢6l¢iili fazada formanin miiayyanlasacayini gozlays
bilarsiniz.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann ve Andrew Sageman-Furnas indi bu gozlantini pozan
kompakt sathlar qurublar. Onlarin maqalasinds iki tor — adi dairavi poncik olmasa da
ponciksakilli sath — verilir; bunlar izometrikdir ve uygun noqtslards eyni orta ayriliya
malikdir, amma konqruent deyil. Birini firladaraq, stirigdirarak va ya aks etdirarak digarina
cevirmak mumkun deyil. Onlar fazada haqigatan forqgli immersiyalardir.

Sahanin dilinds bunlar kompakt Bonnet ciitlaridir. Maqgals onlar1 bu névin ilk ntimunslari
adlandirir.

Problem nodon ibarotdir

Klassik sath nazariyyasi iki név malumat: ayirir.

Metrika sath uizarinda 6lc¢illan masafalari bildirir. Silindre bukiulmis diz veraq eyni dax-
ili metrikani saxlayir: varaqgin uzarinds goazan Kkicik garisqa takca masafslari ol¢makla
bikilmani hiss etmazdi. Tam ikinci fundamental forma ise sathin fozada nece ayilmasi
barads daha ¢ox malumat verir. Klassik Bonnet teoremi deyir ki, metrika va tam ayilma
moalumatlar: dizgin uygunluq tanliklarini 6dayirss, immersiya sart harakata qadar miiayyan
olunur.

Amma 1867-ci ilda Pierre Ossian Bonnet daha kaskin sual verdi. 9yilma malumatini azaltsaq
na bas verar? Metrika Qauss ayriliyini artiq daxilden miiayyan etdiyina gora, sathi metrika ila
orta ayrilik funksiyasinin birlikds verilmasi xarakterizs eds bilormi?

Umumi halda cavab balidir. Burada “iimumi halda” sézii vacibdir. Hondesads tez-tez istisna
hallar olur: adi unikalliq iddiasinin iglomadiyi xuisusi sathlar. Aciq qalan sual bu idi: metrika
vo orta ayrilik Ust-lista diisse da, fazada eyni olmayan kompakt hamar niimunalar varmi?

Bu, Qlobal Bonnet Problemidir. Yeni maqgals buna torlarla “bsli” cavabi verir.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Miiolliflor no qurdular

Muslliflar R3-da orta ayriliyi qoruyan izometriya ils alagsli hamar tor ciitii qururlar. Bu o
demakdir ki, uygun noqtalarin atrafinda daxili masafslar eynidir va orta ayrilik giymati da
eynidir, amma iki sath konqruent deyil.

Konstruksiya takcs bir adadi garibslik vermir. Torlar real-analitikdir — kobud sakilda
yamaglanmis obyektlar yox, quvvat siralar1 handasasi gqadar nizamhidir — ve miusalliflar
gostarirlar ki, imumi halda onlarin niimunslari he¢ bir atraf-foza izometriyas: ils slagali
deyil. Onlar ham da konstruksiyada funksional parametr olduguna gors bels ciitlarin sayinin
sayllmayan gadar ¢ox oldugunu bildirirlsr.

Yol texnikidir. Burada Bonnet citlari ils izotermik sathlor — xtususi ayrilik-xatti koordi-
natlarina malik sathlar sinfi — arasindaki slagaden istifads olunur. Numunalar planar
ayrilik xatlarinin bir ailssine malik izotermik torlardan baslayib Bonnet ciitiini yaradan
konstruksiyanin tatbigindan slds edilir. Muislliflar deyirlar ki, yanagsma torun 5x7 dordbucaql
parcalanmasi ils hesablama eksperimentlarindan dogub; diskret diferensial handass hamar
naticaya yol gostarib.

Vizual naticeni anlamaq stibutdan asandir. Maqaladaki iki torun handasi malumatlar: ust-tists
dusur, amma qlobal yerlagmalari gozls goriinan sakilds farqglidir: muslliflorin $akil 1-inda
uygun boyuk “qabarciglar” bir torda digerindan daha yaxin yerlasir. Bu gértinan forq rasmin
hiylasi deyil. Teorem deyir ki, secilmis lokal malumatlar tst-tista diisss ds, sathlar fazada eyni
forma deyil.

[figure_pair pending]

Magalenin Sakil 1-i Bonnet ciitii torlarinin adadi niimunasini burada ciit sakil kimi gdstarir. iki panel eyni torun iki
baxisi deyil: citun iki fargli torudur. Boz tor xatlari gézun uygun sath koordinatlarini izlemasine kdmak edir,
rangli ayrilar isa uygun ayrilik-xatti halqalari gostarir. Saklin 8sas magami global uygunsuzluqdur: teorem iki
sathin uygun noqtalerds eyni daxili metrikaya ve eyni orta ayriliya malik oldugunu dediyi halda, boyuk
qabarciqglar gozle goriinan sakilds farqli yerlardadir.

Niys bu ziddiyyot deyil

Natica handasanin ixtiyari oldugunu va ya 6l¢malarin faydasiz oldugunu demir.

O deyir ki, konkret azaldilmig malumat dasti — metrika ustogal orta ayrilik — kompakt sathi
hamiss unikal miisyyan etmak tictin kifayat etmir. Tam klassik unikalliq teoremi daha zangin
ayilma malumatindan istifads edir. Orta ayrilik iki asas ayriliyin yalniz ortasidir. O, sathin
bir noqtads orta hesabla na gadar ayildiyini deyir, amma istiqgamatdan asil1 butin ayilma
malumatini saxlamir.

Masalonin biitiin mahiyyati bu forqdir. Iki seth sath boyunca masafalords ve har uygun
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noqtads orta ayilmada eyni ola, amma hamin ayilmanin fazada necs togkil olunmasina gora
forqglans bilar.

Maqals bu geyri-muayyanliyin tipik oldugunu da demir. Girig bunu diqqatla geyd edir: imumi
halda metrika uistagal orta ayrilik sathi muayyan edir. Bonnet ciuitlari istisnadir. Onlarin dayari
mahz ondadir ki, uzun muddat hall olunmamis kompakt, hamar ve analitik saraitds istisnanin
haqgigatan movcud oldugunu gostarirlar.

Hans1 kdhno suallari baglayir

Baglanan ilk sual Qlobal Bonnet Problemidir: ti¢6l¢tiili Evklid fazasinda uygun noqtslarda
eyni orta ayriliye malik izometriya ils alagali, amma konqruent olmayan iki kompakt hamar
immersiya varmi? Muslliflor “bali” deyirlar.

ikincisi Cohn-Vossen-Berger problemidir: Evklid ti¢olgiilii fazasinda straf-foza izometriyasi
ila alaqgali olmayan iki izometrik kompakt analitik sath varmi? Eyni konstruksiyadan alinan
analitik torlarla yena cavab “bali”dir.

Analitik hisss vacibdir. Kompakt sathlar t¢iin avvalki qeyri-unikalliq niimunaslari daha asag:
nizamliliga ve ya lokal dayisikliklars sdykena bilardi. Bu torlar sadaca bir yerds qabar: day-
isdirilmis hamar obyektlar deyil. Maqals vurgulayir ki, uygun qonsuluqlar heg bir yerds lokal
konqgruent deyil: forq “tomir tikisi’nds gizlanmayib, bitin konstruksiyaya yayilib.

Niys vacibdir

Bu, xalis riyaziyyatdi, amma intuisiya daha genisdir. Forma bir menada haddan artiq
muayyan olunmus, basga manada isa yena da tam taninmamis gala bilar. Vacib olan na gadar
malumatinizin olmasi deyil, malumatin diizgiin névinu dasiyib-dasimamasidir.

Metrika ustagal orta ayrilik giicli goruntr, ¢inki daxili masafslari xarici ayilma olcusu ila bir-
lagdirir. Kompakt Bonnet ctitii boglugu gostarir: orta ayilma tam ayilma deyil. Lokal uygunluq
hamisa qlobal identifikasiya demak deyil. Analitik nizamhilq sehrli unikalliq zemanati deyil.

Bu, teoremdan kanarda da faydali dersdir. Hondasada tars problemlar tez-tez bir 6l¢gmalar das-
tinin hamin 6l¢malari yaradan obyekti miiayyan edib-etmadiyini sorusur. Bu maqals klassik
soth problemina kaskin yeni cavab verir: obyekt kompakt, hamar ve analitik olsa bels, hamiga
YOX.
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Tomiz xtilaso

Bobenko, Hoffmann ve Sageman-Furnas ilk kompakt Bonnet cttlarini qururlar: R3-da
izometriya ils alagsli olan va uygun noqtslards eyni orta ayriliye malik, amma konqruent
olmayan iki hamar tor. Numunalar real-analitikdir ve imumi halda he¢ bir atraf-faza
izometriyasi ilo salaqgsli deyil; bununla maqalads ifads olunan Qlobal Bonnet Problemi va
Cohn-Vossen-Berger analitik unikallig suali hall olunur. Natice klassik sath nazariyyasini
alt-ust etmir; gostarir ki, metrika va orta ayrilikdan ibarst azaldilmis malumat kompakt sathi
hamiss unikal tanimagq t¢un kifayat deyil.

No-BS yoxlamasi

Magqala nayi gostarir: Kompakt hamar Bonnet ciitlori mévcuddur. Daha konkret, miuialliflor
R3-ds uygun noqtalards eyni metrikaya va eyni orta ayrilik funksiyasina malik, amma kon-
qruent olmayan torlar qururlar.

Miimkiindiir, amma asas masala deyil: Hesablama va diskret-handasi aragdirma catin
hamar konstruksiyalara yol gostara bilar. Maqgals bu yolun vacib oldugunu deyir, amma
natica adadi sakls yox, siibuta soykanir.

Nayi gostormir: Biitiin va ya akser sathlerin geyri-miiayyan oldugunu. Umumi unikalliq id-
dias1 fonun bir hissasi olaraq qalir. Bunlar istisna, amma halledici aks niimunalardir.

Umumi oxucu iiciin asas mahdudiyyat: Siibut cox texnikidir ve diferensial handesays —
izotermik sathlars, Bonnet clitlarinin tasnifatina, period sartlarina ve analitik konstruksiyaya
— soykanir. Oxucu mexanizmi izlamadan teoremin manasini anlaya bilar.

Umumi oxucu na gadar amin ola hilor? Peer-review-dan ke¢mis riyazi natice kimi
teoremin ifadasine yuksak daraceds. Duzgun ehtiyat siibutla yox, serhla baghdir: bunu
“bu azaldilmig handasi malumat formanin hamisa muayyan olunmasina kifayat etmir” kimi
oxuyun, “handasa formalar:1 muayyan eds bilmir” kimi yox.
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