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Δύο τόροι µπορούν να έχουν την ίδια
τοπική γεωµετρία και παρ’ όλα αυτά
διαφορετ ικό σχήµα
Μια κατασκευή στο Publications mathématiques de l’IHÉS δίνει τα πρώτα συµπαγή
ζεύγη Bonnet: δύο λείους, πραγµατ ικά αναλυτ ικούς τόρους στον τρισδιάστατο χώρο
που έχουν την ίδια εγγενή µετρική και την ίδια µέση καµπυλότητα σε αντ ίστοιχα
σηµεία, αλλά δεν είναι η ίδια επιφάνεια µέχρι άκαµπτη κίνηση. Το αποτέλεσµα κλείνει
παλιά ερωτήµατα µοναδικότητας στη γεωµετρία επιφανειών και αποτελεί ακριβές
αντ ιπαράδειγµα σε µια δελεαστ ική ιδέα: ότ ι αρκετές τοπικές µετρήσεις πρέπει να

προσδιορίζουν ένα συµπαγές σχήµα.
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Το σχήµα που αρνείται να ταυτοποιηθεί
Φανταστείτε ότ ι µετράτε µια επιφάνεια χωρίς να σας επιτρέπεται να βγείτε έξω από αυτήν.
Μπορείτε να µετρήσετε αποστάσεις πάνω της: πόσο απέχει ένα σηµείο από ένα άλλο αν

κινηθείτε κατά µήκος της ίδιας της επιφάνειας. Αυτή είναι η µετρική της επιφάνειας.
Προσθέστε τώρα ακόµη µία µέτρηση από έξω: σε κάθε σηµείο καταγράψτε τη µέση κάµψη
της επιφάνειας, τη µέση καµπυλότητά της.

Ακούγεται σαν πολλή πληροφορία. Για πολλές επιφάνειες, είναι αρκετή. Αν γνωρίζετε τ ις
εγγενείς αποστάσεις και τη συνάρτηση µέσης καµπυλότητας, θα περιµένατε ότ ι το σχήµα
στον τρισδιάστατο χώρο καθορίζεται µοναδικά.

Οι Alexander Bobenko, Tim Hoffmann και Andrew Sageman-Furnas κατασκεύασαν τώρα
συµπαγείς επιφάνειες που διαψεύδουν αυτή την προσδοκία. Η εργασία τους δίνει δύο τόρους
— επιφάνειες σαν ντόνατ , αν και όχι συνηθισµένα στρογγυλά ντόνατ — που είναι ισοµετρικοί
και έχουν την ίδια µέση καµπυλότητα σε αντ ίστοιχα σηµεία, αλλά δεν είναι σύµµορφοι µεταξύ
τους. Δεν µπορείτε να περιστρέψετε, να µετατοπίσετε ή να κατοπτρίσετε τον έναν ώστε να

συµπέσει µε τον άλλο. Είναι πραγµατ ικά διαφορετ ικές εµβαπτ ίσεις στον χώρο.

Στη γλώσσα του πεδίου, είναι συµπαγή ζεύγη Bonnet. Η εργασία τα παρουσιάζει ως τα πρώτα
τέτοια παραδείγµατα.

Ποιο είναι το πρόβληµα
Η κλασική θεωρία επιφανειών διαχωρίζει δύο είδη πληροφορίας.

Η µετρική σάς λέει τ ις αποστάσεις που µετρώνται πάνω στην επιφάνεια. Ένα επίπεδο φύλλο
που τυλίγεται σε κύλινδρο διατηρεί την ίδια εγγενήµετρική: ένα µικρόµυρµήγκι που περπατά
πάνω στο φύλλο δεν θα αντ ιλαµβανόταν το τύλιγµα µετρώντας µόνο αποστάσεις. Η πλήρης
δεύτερη θεµελιώδης µορφή λέει πολύ περισσότερα για το πώς κάµπτεται η επιφάνεια στον
χώρο. Το κλασικό θεώρηµα Bonnet λέει ότ ι, όταν η µετρική και τα πλήρη δεδοµένα κάµψης
ικανοποιούν τ ις σωστές εξισώσεις συµβατότητας, η εµβάπτ ιση καθορίζεται µέχρι άκαµπτη
κίνηση.

Το 1867 όµως ο Pierre Ossian Bonnet έθεσε ένα πιο αιχµηρό ερώτηµα. Τι γίνεται αν µειώσουµε
τα δεδοµένα κάµψης; Αφού η µετρική καθορίζει ήδη εγγενώς την καµπυλότητα Gauss, µπορεί
µια επιφάνεια να χαρακτηριστεί από τη µετρική µαζί µε τη συνάρτηση µέσης καµπυλότητας;

Γενικά, η απάντηση είναι ναι. Η λέξη «γενικά» έχει σηµασία. Η γεωµετρία συχνά έχει
εξαιρετ ικές περιπτώσεις: ειδικές επιφάνειες όπου η συνήθης πρόταση µοναδικότητας
αποτυγχάνει. Το ανοιχτό ερώτηµα ήταν αν υπάρχουν συµπαγή, λεία παραδείγµατα στα

οποία η µετρική και η µέση καµπυλότητα συµφωνούν αλλά οι επιφάνειες δεν είναι οι ίδιες
στον χώρο.

Αυτό είναι το Global Bonnet Problem. Η νέα εργασία το απαντά µε τόρους.
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Τι κατασκεύασαν οι συγγραφείς
Οι συγγραφείς κατασκευάζουν ένα ζεύγος λείων τόρων στο R3 που συνδέονται µε ισοµετρία
η οποία διατηρεί τη µέση καµπυλότητα. Αυτό σηµαίνει ότ ι αντ ίστοιχα σηµεία έχουν τ ις ίδιες
εγγενείς αποστάσεις γύρω τους και την ίδια τ ιµή µέσης καµπυλότητας, αλλά οι δύο επιφάνειες
δεν είναι σύµµορφες.

Η κατασκευή κάνει περισσότερα από το να παράγει µία αριθµητ ική ιδιοµορφία. Οι τόροι
είναι πραγµατ ικά αναλυτ ικοί — τόσο κανονικοί όσο επιτρέπει η γεωµετρία µε δυναµοσειρές,
όχι τραχιές επιφάνειες από συγκολληµένα κοµµάτ ια — και οι συγγραφείς αποδεικνύουν ότ ι
γενικά τα παραδείγµατά τους δεν συνδέονται µε καµία ισοµετρία του περιβάλλοντος χώρου.
Δηλώνουν επίσης ότ ι η κατασκευή δίνει µη αριθµήσιµα πολλά τέτοια ζεύγη, επειδή περιέχει
µια συναρτησιακή παράµετρο.

Η διαδροµή είναι τεχνική. Χρησιµοποιεί τη σχέση ανάµεσα στα ζεύγη Bonnet και στ ις
ισοθερµικές επιφάνειες, µια κατηγορία επιφανειών µε ειδικές συντεταγµένες γραµµών
καµπυλότητας. Τα παραδείγµατα προκύπτουν ξεκινώντας από ισοθερµικούς τόρους µε µία
οικογένεια επίπεδων γραµµών καµπυλότητας και εφαρµόζοντας µια κατασκευή που παράγει
το ζεύγος Bonnet. Οι συγγραφείς λένε ότ ι η προσέγγιση αναπτύχθηκε µέσα από υπολογιστ ικά
πειράµατα µε διαµέριση 5x7 τετραπλεύρων ενός τόρου, χρησιµοποιώντας διακριτήδιαφορική
γεωµετρία ως οδηγό προς το λείο αποτέλεσµα.

Το οπτ ικό αποτέλεσµα είναι ευκολότερο να κατανοηθεί από την απόδειξη. Οι δύο τόροι
της εργασίας έχουν τα ίδια επιλεγµένα γεωµετρικά δεδοµένα, αλλά εµφανώς διαφορετ ική
συνολική τοποθέτηση: στο Σχήµα 1 των συγγραφέων, αντ ίστοιχες µεγάλες «φυσαλίδες»
βρίσκονται πιο κοντά µεταξύ τους στον έναν τόρο από ό,τ ι στον άλλο. Αυτή η ορατή διαφορά
δεν είναι τέχνασµα της απεικόνισης. Το θεώρηµα λέει ότ ι οι επιφάνειες δεν είναι το ίδιο σχήµα
στον χώρο, παρότ ι τα επιλεγµένα τοπικά δεδοµένα συµφωνούν.

[figure_pair pending]

Το Σχήµα 1 της εργασίας δείχνει ένα αριθµητ ικό παράδειγµα των τόρων του ζεύγους Bonnet, εδώ ως
ζεύγος εικόνων. Τα δύο πάνελ δεν είναι δύο όψεις του ίδιου τόρου: είναι οι δύο διαφορετ ικοί τόροι του
ζεύγους. Οι γκρίζες γραµµές πλέγµατος βοηθούν να ακολουθήσουµε τ ις αντ ίστοιχες συντεταγµένες της
επιφάνειας, ενώ οι έγχρωµες καµπύλες σηµειώνουν αντ ίστοιχους βρόχους γραµµών καµπυλότητας. Το
νόηµα της εικόνας είναι η συνολική ασυµφωνία: οι µεγάλες φυσαλίδες βρίσκονται σε εµφανώς
διαφορετ ικές θέσεις, παρότ ι το θεώρηµα λέει ότ ι οι δύο επιφάνειες έχουν την ίδια εγγενή µετρική και την
ίδια µέση καµπυλότητα στα αντ ίστοιχα σηµεία.

Γιατ ί αυτό δεν είναι αντ ίφαση
Το αποτέλεσµα δεν λέει ότ ι η γεωµετρία είναι αυθαίρετη ή ότ ι οι µετρήσεις είναι άχρηστες.

Λέει ότ ι ένα συγκεκριµένο µειωµένο σύνολο δεδοµένων — µετρική συν µέση καµπυλότητα
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— δεν αρκεί πάντοτε για να προσδιορίσει µοναδικά µια συµπαγή επιφάνεια. Το πλήρες
κλασικό θεώρηµα µοναδικότητας χρησιµοποιεί πλουσιότερες πληροφορίες κάµψης. Η µέση
καµπυλότητα είναι µόνο ο µέσος όρος των δύο κύριων καµπυλοτήτων. Σας λέει πόσο
κάµπτεται κατά µέσο όρο η επιφάνεια σε ένα σηµείο, αλλά δεν διατηρεί όλες τ ις πληροφορίες
για την κάµψη προς κάθε κατεύθυνση.

Αυτή η διάκριση είναι όλο το θέµα. Δύο επιφάνειες µπορούν να συµφωνούν στ ις αποστάσεις
πάνω στην επιφάνεια και στη µέση κάµψη σε κάθε αντ ίστοιχο σηµείο, ενώ διαφέρουν στον
τρόπο µε τον οποίο αυτή η κάµψη είναι διατεταγµένη στον χώρο.

Η εργασία δεν λέει επίσης ότ ι αυτή η ασάφεια είναι τυπική. Η εισαγωγή είναι προσεκτ ική:
γενικά, η µετρική µαζί µε τη µέση καµπυλότητα καθορίζουν µια επιφάνεια. Τα ζεύγη Bon-
net είναι εξαιρετ ικές περιπτώσεις. Η αξία τους βρίσκεται ακριβώς στο ότ ι δείχνουν πως η
εξαίρεση υπάρχει στο συµπαγές, λείο και αναλυτ ικό πλαίσιο όπου το ζήτηµα παρέµενε άλυτο.

Ποια παλιά ερωτήµατα κλείνει
Το πρώτο ερώτηµα που κλείνει είναι το Global Bonnet Problem: υπάρχουν δύο µη σύµµορφες
συµπαγείς λείες εµβαπτ ίσεις στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο που συνδέονταιµε ισοµετρία
και έχουν την ίδια µέση καµπυλότητα σε αντ ίστοιχα σηµεία; Οι συγγραφείς απαντούν ναι.

Το δεύτερο είναι το πρόβληµα Cohn-Vossen-Berger: υπάρχουν δύο ισοµετρικές συµπαγείς
αναλυτ ικές επιφάνειες στον ευκλείδειο τρισδιάστατο χώρο που δεν συνδέονται µε ισοµετρία
του περιβάλλοντος χώρου; Και πάλι η απάντηση είναι ναι, µέσω των αναλυτ ικών τόρων που
δίνει η ίδια κατασκευή.

Το αναλυτ ικό µέρος έχει σηµασία. Προγενέστερα παραδείγµατα µη µοναδικότητας για
συµπαγείς επιφάνειες µπορούσαν να βασίζονται σε χαµηλότερη κανονικότητα ή σε τοπικές
τροποποιήσεις. Αυτοί οι τόροι δεν είναι απλώς ένα λείο αντ ικείµενο όπου αντ ικαταστάθηκε
ένα εξόγκωµα σε ένα τµήµα. Η εργασία τονίζει ότ ι οι αντ ίστοιχες γειτονιές δεν είναι πουθενά
τοπικά σύµµορφες: η διαφορά είναι απλωµένη σε όλη την κατασκευή, δεν κρύβεται σε κάποια
«ραφή» επισκευής.

Γιατ ί έχει σηµασία
Είναι καθαρά µαθηµατ ικά, αλλά η διαίσθηση έχει ευρύτερη αξία. Ένα σχήµα µπορεί µε µια
έννοια να φαίνεται υπερκαθορισµένο και µε µια άλλη να παραµένει µη ταυτοποιήσιµο. Δεν
έχει σηµασία µόνο πόσα δεδοµένα έχετε, αλλά αν τα δεδοµένα περιέχουν το σωστό είδος
πληροφορίας.

Μετρική συν µέση καµπυλότητα ακούγεται ισχυρό επειδή συνδυάζει εσωτερικές αποστάσεις
µε ένα εξωγενές µέτρο κάµψης. Το συµπαγές ζεύγος Bonnet δείχνει το κενό: η µέση κάµψη δεν
είναι η πλήρης κάµψη. Η τοπική συµφωνία δεν συνεπάγεται πάντοτε συνολική ταυτοποίηση.
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Η αναλυτ ική κανονικότητα δεν είναι µαγική εγγύηση µοναδικότητας.

Αυτό είναι χρήσιµο µάθηµα πέρα από το συγκεκριµένο θεώρηµα. Στη γεωµετρία, τα

αντ ίστροφα προβλήµατα συχνά ρωτούν αν ένα σύνολο µετρήσεων καθορίζει το αντ ικείµενο
που τ ις παρήγαγε. Η εργασία δίνει µια αιχµηρή νέα απάντηση για ένα κλασικό πρόβληµα
επιφανειών: όχι πάντοτε, ακόµη κι όταν το αντ ικείµενο είναι συµπαγές, λείο και αναλυτ ικό.

Καθαρή σύνοψη
Οι Bobenko, Hoffmann και Sageman-Furnas κατασκευάζουν τα πρώτα συµπαγή ζεύγη
Bonnet: δύο µη σύµµορφους λείους τόρους στο R3 που συνδέονται µε ισοµετρία και έχουν την
ίδια µέση καµπυλότητα στα αντ ίστοιχα σηµεία. Τα παραδείγµατά τους είναι πραγµατ ικά
αναλυτ ικά και γενικά δεν συνδέονται µε καµία ισοµετρία του περιβάλλοντος χώρου,
επιλύοντας τόσο το Global Bonnet Problem όσο και το αναλυτ ικό ερώτηµα µοναδικότητας
Cohn-Vossen-Berger όπως διατυπώνεται στην εργασία. Το αποτέλεσµα δεν ανατρέπει
την κλασική θεωρία επιφανειών· δείχνει ότ ι τα µειωµένα δεδοµένα «µετρική συν µέση
καµπυλότητα» δεν αρκούν πάντοτε για να προσδιορίσουν µοναδικά µια συµπαγή επιφάνεια.

Έλεγχος χωρίς υπερβολές
Τιδείχνειη εργασία:Υπάρχουν συµπαγή λεία ζεύγηBonnet. Πιο συγκεκριµένα, οι συγγραφείς
κατασκευάζουν ρητά τόρους στο R3 µε την ίδια µετρική και την ίδια συνάρτηση µέσης
καµπυλότητας στα αντ ίστοιχα σηµεία, οι οποίοι όµως δεν είναι σύµµορφοι.

Τι είναι εύλογο αλλά δεν είναι το βασικό θέµα: Ότ ι η υπολογιστ ική και η διακριτή
γεωµετρική διερεύνηση µπορούν να καθοδηγήσουν δύσκολες λείες κατασκευές. Η εργασία
λέει ότ ι αυτή η διαδροµή ήταν σηµαντ ική, αλλά το αποτέλεσµα στηρίζεται στην απόδειξη,
όχι στην αριθµητ ική εικόνα.

Τι δεν δείχνει: Ότ ι όλες ή οι περισσότερες επιφάνειες είναι αµφίσηµες. Η γενική πρόταση
µοναδικότητας παραµένει µέρος του θεωρητ ικού πλαισίου. Αυτά είναι εξαιρετ ικά αλλά
αποφασιστ ικά αντ ιπαραδείγµατα.

Κύριοι περιορισµοί για έναν γενικό αναγνώστη: Η απόδειξη είναι πολύ τεχνική και ανήκει
στη διαφορική γεωµετρία: ισοθερµικές επιφάνειες, ταξινοµήσεις ζευγών Bonnet, συνθήκες
περιόδων και αναλυτ ική κατασκευή.Μπορεί κανείς να κατανοήσει το νόηµα του θεωρήµατος
χωρίς να ακολουθήσει τον µηχανισµό της απόδειξης.

Πόση εµπιστοσύνη πρέπει να έχει ένας γενικός αναγνώστης; Υψηλή ως προς τη διατύπωση
του θεωρήµατος, ως αποτέλεσµα µαθηµατ ικής εργασίας µε peer review. Η σωστή επιφύλαξη
είναι ερµηνευτ ική, όχι αποδεικτ ική: διαβάστε το ως «αυτά τα µειωµένα γεωµετρικά δεδοµένα
δεν καθορίζουν πάντοτε το σχήµα», όχι ως «η γεωµετρία δεν µπορεί να ταυτοποιήσει
σχήµατα».
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