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Kahel torusel voib olla sama lokaalne geomeetria ja
ikkagi erinev kuju

Ajakirjas Publications mathematiques de 'THES avaldatud konstruktsioon annab esimesed kom-
paktsed Bonnet’ paarid: kaks siledat, reaalselt analiiiitilist torust kolmemootmelises ruumis, mil-
lel on vastavates punktides sama sisemine meetrika ja sama keskmine koverus, kuid mida ei saa
jaiga litkumisega teineteiseks viia. Tulemus lahendab vanu pinnageomeetria iihesuskiisimusi ning
annab tdapse vastundite ahvatlevale mottele, et piisavalt palju lokaalseid mootmisi peab kompaktse
kuju iiheselt madrama.
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matemaatika

Kuju, mida mootmised ei suuda iiheselt mésraca

Kujutage ette, et mdodate pinda nii, et teil eilubata sellelt valjapoole astuda. Te saate modta vahemaid
moodda pinda: kui kaugel on iiks punkt teisest, kui liikuda ainult pinnal. See on pinna meetrika.
Lisame niitid iithe mdo6tmise valjastpoolt: igas punktis paneme kirja pinna keskmise paindumise ehk
keskmise kdveruse.

See tundub olevat vaga palju infot. Paljude pindade puhul piisabki sellest. Kui teate sisemisi vahe-
maid ja keskmise kdveruse funktsiooni, voiks eeldada, et kuju kolmemodtmelises ruumis on iiheselt
madratud.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann ja Andrew Sageman-Furnas on niiiid konstrueerinud kompak-
tsed pinnad, mis seda ootust rikuvad. Nende artiklis on kaks torust — soorikukujulist pinda, ehkki
mitte tavalised limmargused s60rikud —, mis on isomeetrilised ja mille vastavates punktides on sama
keskmine kéverus, kuid mis ei ole kongruentsed. Uht ei saa teiseks muuta pdoramise, nihutamise ega
peegeldamisega. Need on ruumis toepoolest erinevad immersioonid.

Valdkonna keeles on need kompaktsed Bonnet’ paarid. Artikli jargi on tegemist esimeste selliste
ndidetega.

Mis probleem siin on

Klassikaline pinnateooria eristab kahte tiitipi infot.

Meetrika kirjeldab mooda pinda mdoddetavaid vahemaid. Lame paberileht, mis keeratakse silindriks,
sdilitab oma sisemise meetrika: lehel kondiv vdike sipelgas ei mirkaks ainult vahemaid modtes, et
leht on rulli keeratud. Tiielik teine fundamentaalvorm iitleb palju rohkem selle kohta, kuidas pind
ruumis paindub. Klassikaline Bonnet’ teoreem titleb, et kui meetrika ja tdielik paindeinfo rahuldavad
sobivaid kooskdlatingimusi, on immersioon maaratud kuni jdiga litkumiseni.

1867. aastal esitas Pierre Ossian Bonnet aga teravama kiisimuse. Mis juhtub, kui paindeinfot vihen-
dada? Kuna meetrika méaarab Gaussi koveruse juba sisemiselt, siis kas pinda voiks iseloomustada
meetrika ja keskmise kdveruse funktsiooni abil?

Uldjuhul on vastus jah. Just sdna ,iildjuhul® on siin oluline. Geomeetrias on sageli erandjuhte: erilisi
pindu, mille puhul tavaparane tihesuse véide ei kehti. Lahtiseks jdi klisimus, kas leidub kompaktseid
siledaid naiteid, mille meetrika ja keskmine koverus langevad kokku, kuid pinnad ise ei ole ruumis
samad.

See on globaalne Bonnet’ probleem. Uus artikkel vastab sellele toruste abil.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Mida autorid konstrueerisid

Autorid konstrueerivad ruumis R3 paari siledaid toruseid, mida seob keskmist koverust siilitav
isomeetria. See tihendab, et vastavates punktides on samad sisemised vahemaad ja sama keskmise
koveruse vaartus, kuid pinnad ei ole kongruentsed.

Konstruktsioon ei anna lihtsalt {iht arvulist kurioosumit. Torused on reaalselt analiiiitilised — sama
korrapirased nagu astmeridadega kirjeldatav geomeetria, mitte robustselt kokku lapitud objektid —
ning autorid tdestavad, et tildjuhul ei seo nende naiteid tikski iimbritseva ruumi isomeetria. Samuti
margivad nad, et konstruktsioon annab loendamatult palju selliseid paare, sest selles sisaldub funk-
tsionaalne parameeter.

Meetod ise on tehniline. See kasutab seost Bonnet’ paaride ja isotermiliste pindade vahel — viimased
on pinnad, millel on erilised kdverusjoonte koordinaadid. Ndited saadakse, alustades isotermilistest
torustest, mille iiks kdverusjoonte perekond on tasandiline, ning rakendades konstruktsiooni, mis
tekitab Bonnet’ paari. Autorite sdnul kasvas ldhenemine vilja arvutuseksperimentidest toruse 5 x 7
nelinurkjaotusega; diskreetne diferentsiaalgeomeetria oli teejuhiks sileda tulemuse juurde.

Visuaalset tulemust on lihtsam moista kui toestust. Artiklis kujutatud kahel torusel on sama
geomeetriline info, kuid ndhtavalt erinev globaalne paigutus: autorite joonisel 1 asuvad vastavad
suured ,mullid® iihel torusel iiksteisele 1dhemal kui teisel. See ndhtav erinevus ei ole joonistustrikk.
Teoreem {itleb, et pinnad ei ole ruumis sama kujuga, ehkki valitud lokaalsed andmed langevad
kokku.

[figure_pair pending]

Artikli joonis 1 naitab Bonnet' torusepaari arvulist naidet, siin paarisjoonisena. Kaks paneeli ei ole Uihe ja sama
toruse kaks vaadet: need on paari kaks erinevat torust. Hallid vorgujooned aitavad jalgida vastavaid
pinnakoordinaate, varvilised kdverad aga tahistavad vastavaid kdverusjoonte silmuseid. Pildi méte on globaalne
erinevus: suured ,mullid” paiknevad nahtavalt erinevalt, kuigi teoreemi jargi on kahel pinnal vastavates
punktides sama sisemine meetrika ja sama keskmine koverus.

Miks see ei ole vastuolu

Tulemus ei iitle, et geomeetria oleks suvaline voi et mdotmised oleksid kasutud.

See litleb, et liks kindel vahendatud andmestik — meetrika pluss keskmine kdverus — ei ole alati pi-
isav kompaktse pinna tiheseks tuvastamiseks. Klassikaline tédielik tihesusteoreem kasutab rikkamat
paindeinfot. Keskmine kdverus on vaid kahe peamise koveruse keskmine. See iitleb, kui palju pind
iihes punktis keskmiselt paindub, kuid ei sdilita kogu suunaspetsiifilist paindeinfot.

Just see erinevus ongi asja tuum. Kaks pinda voivad vastavates punktides kokku langeda nii méoda
pinda moodetavate vahemaade kui ka keskmise painde poolest, kuid erineda selles, kuidas paindu-
mine ruumis jaotub.
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Artikkel ei vaida ka, et selline mitmetahenduslikkus oleks tiilipiline. Sissejuhatus on selles suhtes
ettevaatlik: iildjuhul méiravad meetrika ja keskmine koverus pinna &dra. Bonnet’ paarid on
erandid. Nende vaartus seisneb just selles, et nad néditavad erandi olemasolu kompaktses, siledas ja
analiititilises olukorras, kus kiisimus oli seni lahendamata.

Millised vanad kiisimused see lahendab

Esimene lahendatud kiisimus on globaalne Bonnet’ probleem: kas kolmemd&otmelises Eukleidilises
ruumis leidub kaks mittekongruentset kompaktset siledat immersiooni, mida seob isomeetria ja
mille vastavates punktides on sama keskmine koverus? Autorite vastus on jah.

Teine on Cohn-Vosseni-Bergeri probleem: kas Eukleidilises kolmeruumis leidub kaks isomeetrilist
kompaktset analiiiitilist pinda, mida ei seo iikski timbritseva ruumi isomeetria? Ka siin on vastus jah,
kasutades sama konstruktsiooniga saadud analiiiitilisi toruseid.

Analiiiitilisus on oluline. Varasemad kompaktsete pindade mitteiihesuse naited voisid tugineda vaik-
semale regulaarsusele voi lokaalsetele muudatustele. Need torused ei ole lihtsalt sile objekt, millel on
tihes laigus kiihm teise vastu vahetatud. Artikkel rohutab, et vastavad naabrused ei ole mitte kusagil
lokaalselt kongruentsed: erinevus labib kogu konstruktsiooni ega ole peidetud monda parandatud
omblusse.

Miks see oluline on

See on puhas matemaatika, kuid intuitsioon on laiem. Uhes méttes v3ib kuju kohta olla infot isegi
ilearu, kuid teises mdttes ei pruugi see ometi objekti iiheselt mddrata. Oluline ei ole ainult andmete
hulk, vaid see, kas andmed sisaldavad Giget tiilipi infot.

Meetrika pluss keskmine kdverus tundub tugeva kirjeldusena, sest see iihendab sisemised vahemaad
vilise paindemo6dduga. Kompaktne Bonnet’ paar néitab liinka: keskmine paindumine ei ole kogu
paindumine. Lokaalne kokkulangevus ei taga alati globaalset iihesust. Ka analiiiitiline regulaarsus ei
ole maagiline iihesuse garantii.

See on kasulik dppetund ka véaljaspool konkreetset teoreemi. Geomeetria poordiilesannetes kiisi-
takse sageli, kas mingi mootmiste kogum maarab objekti, mis need mdotmised tekitas. See artikkel
annab iihele klassikalisele pinnaprobleemile terava uue vastuse: mitte alati, isegi siis, kui objekt on
kompaktne, sile ja analiititiline.
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Liithidalt

Bobenko, Hoffmann ja Sageman-Furnas konstrueerivad esimesed kompaktsed Bonnet’ paarid: kaks
mittekongruentset siledat torust ruumis R3, mida seob isomeetria ja mille vastavates punktides on
sama keskmine koverus. Nende ndited on reaalselt analiiiitilised ja tildjuhul ei seo neid tikski timbrit-
seva ruumi isomeetria, lahendades nii globaalse Bonnet’ probleemi kui ka artiklis sonastatud Cohn-
Vosseni-Bergeri analiiiitilise iihesuse kiisimuse. Tulemus ei liikkka timber klassikalist pinnateooriat;
see naitab, et vahendatud andmestik — meetrika pluss keskmine koverus — ei ole alati piisav kom-
paktse pinna iiheseks mairamiseks.

Ilma liialdusteta

Mida artikkel néditab: Kompaktsed siledad Bonnet’ paarid on olemas. Tapsemalt konstrueerivad au-
torid ruumis R3 torused, millel on vastavates punktides sama meetrika ja sama keskmise koveruse
funktsioon, kuid mis ei ole kongruentsed.

Mis on usutav, kuid mitte pohipunkt: Et arvutuslik ja diskreetgeomeetriline uurimine voib aidata
leida teed keeruliste siledate konstruktsioonideni. Artikli jargi oli see 1ahenemine oluline, kuid tule-
mus pohineb tdestusel, mitte arvulisel pildil.

Mida see ei niita: Et kdik voi enamik pindu oleksid mitmetidhenduslikud. Uldine {ihesuse vdide jaab
taustal kehtima. Need on erandlikud, kuid otsustavad vastuniited.

Peamised piirangud tavalugejale: Toestus on viga tehniline ja kuulub diferentsiaalgeomeetria vald-
konda: isotermilised pinnad, Bonnet’ paaride klassifikatsioonid, periooditingimused ja analiiiitiline
konstruktsioon. Teoreemi tihendusest saab aru ka seda masinavarki labimata.

Kui kindel voib tavalugeja olla? Korge kindlus teoreemi sonastuse suhtes, sest tegemist on eelret-
senseeritud matemaatilise tulemusega. Ettevaatus on siin tolgenduslik, mitte tdenduslik: lugege seda
kui ,need vahendatud geomeetrilised andmed ei maara alati kuju®, mitte kui ,,geomeetria ei suuda
kujusid tuvastada®

Allikad

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, Publications mathematiques de I'lHES (2025), DOI 10.1007/s10240-
025-00159-z
https://doi.org/10.1007/510240-025-00159-z

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, arXiv:2110.06335
https://arxiv.org/abs/2110.06335


https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z
https://arxiv.org/abs/2110.06335

	Kuju, mida mõõtmised ei suuda üheselt määrata
	Mis probleem siin on
	Mida autorid konstrueerisid
	Miks see ei ole vastuolu
	Millised vanad küsimused see lahendab
	Miks see oluline on
	Lühidalt
	Ilma liialdusteta

