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ਊ಻ިد اਊು؇تِ ா஬دن دނިار ؇ً را راز ሏᇧ ّިاࢾࣖ رႤႅَਲ਼ਦراَ۬ اਊು؇ت ٞ܂
ܔٷڎ ዛዊᚱ؇ن ۬ ݿ؇ز ނྟچ
در ሏᇧ ܓި࣎ࣖ ఈ႙ၖݿچ܂ ᘣ۬ ٞ َޙݠ ܔٷڎ. اਊು؇ت ނ؇۱ڎ ா஬دن آނႤႆر ࢻࣖون را ஼஫اره ٞ܂ ๱ཏܔ ሏᇧ د۱ٷڎ ا༥؇زه ݬڰݠ داฺྸ اਊು؇ت ۱؇ی
༟ڎم દતا Ilango Rahul ᘣᄩᄟ؇݁گ داނب. Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ و ا؜ٺ݄؇د ݁ިرد راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ਜಶ؇م، ٞ܂ ܾ ز݁؇ن ۱ ஓ஁޳ ّިان Ⴄၖ݁ܭ ݁أٷ؇ی
اਊು؇ت ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ اݿب ሏᇭႤၖ ً؇ނڎ، داނٺ۬ وۏިد ً واڢأ؇ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ᄊᄅ਍ೋا ۬ ༥؇ی ً ሏᇧ ܔٷڎ: ؜ިض را ۱ڎف ஓ஁޳ ܔٷڎ. َ؇ࢹࣖ࣎ࣖ را اႤႆ݁ن
رႤႅَਲ਼ਦری، و اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ در ܾዛᔻ ݁ڰݠوݪ؇ت ොູب ࢾࣖارد. وۏިد ۬ ݿ؇ز ނྟچ ᄊჳ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ਐ಻ިاࢾࣖ ا౪౜ర؇ب ނڎه
ߓߵای آ݁؇ده primitive ٞ܂ َܦٺ۬ اݿب. ሏᇭႤၖ ،ሏᆦ߯ ۬ وߦ ً ሏᆦ߯ وߦ ݬڰݠ، داฺྸ ً؇زیِ ߓߵ พฃྥ݁ٴ و اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ ਜಶ؇݁ڎ۱؇ی ሏᇀ؇ٞ ً؇ز ߓߵای દતا

اݿب. رႤႅَਲ਼ਦراَ۬ ىިނݷ ً۬ ๱ཚ؇ٞ ر اਊು؇ت َ؇ࢹࣕߦߵی ਊಾڎٞܭ ߓߵای ሏᇆ؇ਊುا ۬ ٞ َޙݠ ሏሃرا ཹྱފب؛ ೑಻ଫଐ਍ೋا
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اݿب ݁؇ࢾࣖه ዛዊᚱ؇ن راز ܔٷࡰࡲ ೑ಸ؇ٔ ᄊჳ ཹྱފب દતا ߙߵڣٷڎ
ܔٷࡰࡲ. ๤ཇوع ݬڰݠ داฺྸ ᘣ۬ ༱૭૙ દતݿ؇ده ߙߵ از

රඝاب ݁أ݄؇ ا݁؇ ሏᇧ ނިد، ڢ؇َؕ ً؇ب ًڰݠݿٺڎ، را راه ༡ܭ ா஫ا دارد. راه ༡ܭ ݿިدوܔި ༥ڎول ٞ܂ ᄊჳ ܔٷڎ ڢ؇َؕ را ً؇ب ሏᇧ ۊިا۱ڎ آܳྱݴ
راه ༡ܭ. ۊިدِ ா஬دن آނႤႆر ࢻࣖون دارد، وۏިد উॻ༡ راه ᄊᄅ਍ೋا اਊು؇ت اݿب: ࿾ேچص ߙߵ ሏᇧ ۊިا۱ڎ آܳྱݴ ᄊჳ ଩ଜ༰ی ሏᇧ ނިد.

ᄊჳ ሏᇧ ܔٷڎ ڢ؇َؕ را (ً؇ب) وار๱ང ܔٷٷڎه (آܳྱݴ) اਊು؇ت ܔٷٷڎه اݿب. proof) (zero-knowledge ݬڰݠ داฺྸ اਊು؇ت ٞ܂ ᘣڎه༟و દતا
ܔٷڎ. ڣ؇ش ஼஫اره ᆇᆅ؇ن ًިدن درݿب از ڣݠاߙߵ ଩ଜ༰ی ᄊᄅَآ ሏᇀ اݿب، درݿب ஼஫اره ای

૭૩ިَ ሏᇧچڎ، را آن اݿب: ո঍ధم ׏ٳ دارد. آݿިده ܔٷٷڎه ሏᆦ߯ وߦ دو ሏᇿި݄݁أ ๱ཚ؇ٞ ر اਊು؇ت ٞ܂ دارد. ۬਍ೋ۱ݞ و༟ڎه દતا ᄊჳ اݿب દતا ႟ႆ݁ލ
༇ຝ؇ਐ಻ ࢾࣖارد. ଫଊ݁أٺ اਊು؇ت ۱چۉ ً ఈఃاݬ َ؇درݿب ᘣاره஼஫ ٞ܂ دارد: soundness) (perfect ပ࿇ڲڞ ඏ൷۰در و ሏᇧ رو࣎ࣖ. و ሏᇧ د۱چڎ ٞܭ ިොູ
اݿب. ᆙᆘٷިع ଩ଜَ ሏᇓ؇ዛዊᚹ ۬ ً ᄕჳام ۱ݠ دو؛ ۱ݠ ܔߵچص ߙ ڣگޔ َ۬ و — ᄔᄄًارد ষছ؇ر را ሏᆦ߯ وߦ دو ۱ݠ ࣖ࣎؇ً ݬڰݠ داฺྸ ሏᇧ ܓ਍ೋިڎ اႤႆ݁ن ༟ڎم ఈ႙ၖݿچ܂ِ
ߙߵོྱص ུྱݷ از ا؜ٺ݄؇دی ݁ިرد راه اࢾࣖازی ۱چۉ و ًڰݠݿٺڎ ਜಶ؇م ٞ܂ ڣگޔ آܳྱݴ ா஫ا دارد. ਜ಻؇ز ܓڰب وܓި ً۬ ݬڰݠ داฺྸ اਊು؇ت ٞ܂ ෛຶފب،
ሏᇃ؇ًڢݠ را พฆدرݿ از ݁گڎار ۬༰ ؜ިض در ً؇ނچڎ ๤ཚ؇༡ ᄊჳ اݿب آن از ݁ފٺگܭ દતا و — ሏᇧ رߦ߳د ڣݠو ݬڰݠ داฺྸ ඔඒّ݄ݯ ً؇ނڎ، ૰૙ڎه داده

ܔٷچڎ.
وار๱ང ܔٷٷڎه ای ሏᇧ ߓߵد: ඔඒً از ଩ଜَ را ّأ؇݁ܭ ሏᇧآرا ႟ႆނ ً۬ Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ ᘣ۬ ݁ޚ؇ܳٴ دارد. ਜ಻؇ز ۊޚ؇ ᆇ໲໢ܭ ሏᆧࣖ اࢾ ً۬ ݬڰݠ داฺྸ اਊು؇ت ٞ܂ دوم،
พฆوڢ و — ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ ུྱݷ از را ا౪౜ర؇ب ۱؇ ᆇᆅ؇ن ሏᇧ ّިاࢾࣖ ሏᇧ ܔٷڎ، ّݱ؇دሏᇭ ای ا౪౜ర؇ب ۱؇ی ۬༰ ᄊᄅ਍ೋا از ڣ؇رغ داد، ڣݠྉྟݷ ஓ஁޳ ّިان ஼஫۱ݠ ᄊჳ

ًިد. ނܦފٺ۬ ڢٴܭ از ᄊჳ พฆܳ؇༡ ᆇᆅ؇ن ً دڢچگ؇ د۱ڎ؛ ༂ੳ؇ى ਜಶ؇م ٞ܂ در ଩ଜ༰ ۬ ᆇᆅ ً۬ ሏᇧ ّިاࢾࣖ آܳྱݴ ނިد، พฃྱྲྀ ུྱݷ ڢ؇ًܭ وار๱ང ܔٷٷڎه
ඔආ༠؇ݿ ؇ً َ۬ و ࢾࣖارد، وۏިد دٞިار ᄊᄅ਍ೋا ா஬دن واஓ஁ިد ؇ً َ۬ ሏᇧ ܔٷڎ. ๱ངߓߵر َ۬Ⴄၕدو دٞިار દતا زدن دور ߓߵای ሏሃرا Ilango Rahul ᘣᄩᄟ؇݁گ
ً۬ ا݁؇ ܔٷچڎ، ݪأچژ را ஓ஁޳ ނިد» آނႤႆر ଩ଜ༰ «۱چۉ ݁أٷ؇ی اݿب: ٞژ ߙߵ ޖݠ රඞܔب اݿب. َ؇ᆙᆘܦ݆ ᄊჳ ො੼چޚ޳ در ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ

ܔٷٷڎ. آز݁؇๊ྸ ሏᇧ ّިا਍಻ڎ ً واڢأ؇ رႤႅَਲ਼ਦران ᄊჳ ܔٷڎ ۋڰޓ را ا݁ٷพฆྱ ای ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ ᄊჳ উ႓ႆނ
دارد. َ؇م zero-knowledge) (effectively ڲ܎ݍݦ ۝ءۑ ༩ණدا ۬༶ཹྥچ
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A proof without leaking the witness
The paper keeps the ordinary-proof shape by weakening what privacy must prove.

blocked door 1

interaction

blocked door 2

trusted setup

blocked door 3

imperfect

soundness

the route

the rulebook cannot

efficiently refute the

simulator

Boundary: not classical zero-knowledge; effectively zero-knowledge under a chosen proof system.

ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ሏᇧ ܔٷڎ: ؜ٴިر د଺୍ٞی در از Ilango ݿ؇ۊب َ؇Ⴄၖ݁ܭ. พฆدرݿ و ا؜ٺ݄؇د ݁ިرد راه اࢾࣖازی ّأ؇݁ܭ، — ሏᇧ ݁؇ࢾࣖ ૭૖ٺ۬ در ݿ۬ ૰૔ب ݬڰݠ داฺྸ
ܔٷڎ. رد را ۬ ݿ؇ز ނྟچ وۏިد Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ
Original diagram — The Clean Paper CC BY 0 .4

Classical privacy vs effective privacy
The relaxation is the point: the paper changes what the privacy claim has to establish.

classical zero-knowledge

positive claim

A simulator exists and can fake the

verifier's view without the witness.

effectively zero-knowledge

weaker claim

Your chosen proof system cannot

efficiently prove that no simulator

exists.

Boundary: the construction preserves testable consequences, not the full simulator guarantee.

ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ሏᇧ ّިاࢾࣖ ا౪౜ర؇ب ނڎه ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب آٞ؇ ሏᇧ ߑߵݿڎ ڣگޔ ݁ޝߜߵ» ݬڰݠ «داฺྸ دارد؛ وۏިد ۬ ݿ؇زی ނྟچ آٞ؇ ሏᇧ ߑߵݿڎ ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ
دارد. ᄊᄄَ را Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ و راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ਜಶ؇م، ٞ܂ ݿ؇ۊب، ሏᇧ د۱ڎ ا༥؇زه ᄊჳ اݿب ݪأچژ ߙߵ ߑߵݿݷ ඔඒᆇᆅ ࢾࣖارد. وۏިد ۬ ݿ؇زی ނྟچ ඔඒۚٷ ᄊჳ
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Original diagram — The Clean Paper CC BY 0 .4

دارد وۏިد ۬ ݿ؇ز ނྟچ ٞ܂ ڢڎஓ஑޳: آز݁ިن
ሏᇧ ܔٷڎ. اݿٺڰ؇ده (simulator) ٝ ո۰ز ༐۳׷ َ؇م ً۬ ሏᇿ؇ۊچ ᘣ܂ ܔٷٷڎهᆇᅛ ٞ܂ از ݬڰݠ داฺྸ ݬިرت ਍ಸڎی ߓߵای ఈ႙ၖݿچ܂ روش

ሏᇓ؇۱ ت؇ਊುا ނྟچ۬ درݿب ᄊჳ ܔٷڎ ّިܳچڎ ሏᇓ؇۱ ت؇ਊುا ሏᇓ؇ዛዊᚹ ۬ ًً ఈః݁Ⴄၖ ਐಸިاࢾࣖ ඔඒ༥ ா஫ا ଄૲ܤ دا࠯ࡇ. را آܳྱݴ راز ᄊჳ ܔٷچڎ ّݱިر را ඔඒ༥ اݿب: દતا ا࣎ࣖه
ࢻࣖون ሏᇧ ّިا૭૙ب ڢٴܭ از ඔඒ༥ ۬ اࢾࣖ. ਜ಻؇݁ިۊٺ ً؇ب ً۬ ّ؇زه ای ଩ଜ༰ آܳྱݴ اਊು؇ت ۱؇ی آن Ⴄၕه ா஬ ሏᇧد، ٞ؇ڣب در آܳྱݴ از ً؇ب ᄊჳ ߓߵݿٷڎ َޙݠ ً۬

ܔٷڎ. ۏأܭ را ෠ູݠً۬ ᆇᆅ؇ن آܳྱݴ راز
اਊು؇ت ۱؇ی راز، ඔආ૭૙دا ࢻࣖون ᄊჳ ً؇ނڎ داނٺ۬ وۏިد Ⴄၖرآ݁ڎ اܳـܥިرറണഇ޳ ࣖ࣎؇ً ሏᇧ ۊިا۱ڎ. ௤ਤواڢ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ٞ܂ ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ ྵี

اݿب. ༡ܭ ނڎه ༥ڎول ᆇᆅ؇ن ނ؇۱ڎ ݿިدوܔި، در (witness)؛ ނ؇۱ڎ ඔආ૭૙دا ࢻࣖون ،พฃڣ اݬޚఈఃح در — ܔٷڎ ّިܳچڎ ௤ਤواڢ ً ޖ؇۱ݠا
ً واڢأ؇ اਊು؇ت ٞ܂ اݿب. ඔඒۚٷ ݁؇රජا ዝཇިد ሏᇧ زࢾࣖ. ً۬๤ཚ ڢڎஓ஑޳ اႤႆ݁ن ༟ڎم ᄊჳ اݿب ሏᇓ؇༥ ᆇᆅ؇ن ً دڢچگ؇ ا݁؇ اݿب، ڢڎرஓ஄ٷڎ ٞژ ّأݠ દતا
஼஫اره اਊು؇ت ሏᇓ؇َّިا او د۱ڎ: ૰૙؇ن د଺୍ٞی ෛஙݧ ً۬ را آن ሏᇧ ّިاࢾࣖ ً؇ނڎ، داނٺ۬ را رނٺ۬ آن ً؇ب พฆوڢ اݿب. رނٺ۬ ٞ܂ ڣگޔ উॻ݁؇ّأଫଜ༚
༟ڎم ً۬ را ዝཇިد દતا ఈ႙ၖݿچ܂ ۬ ۱؇ی ڢݯچ ሏᇧ رݿڎ. َޙݠ ً۬ «۱چۉ» از ྲྀྱݷ ଩ଜ༰ی اਐಸڎا ᆇᆅ؇ن از ᄊჳ اݿب، آورده دݿب ً۬ را د଺୍ٞان ߓߵای

ሏᇧ ܔٷٷڎ. دڢچݑ ৖৑؇ً اႤႆ݁ن ۱؇ی

دارد ا෕ໍار ոآن ٢ ݄ݦ ႚ႐ոڲؠ ਗਕا ၻၤ وݗݠᆀᄗ ای ٝ۰
؜ٷިان ᄩᄟ؇݁گ ݿ۬ ڢچڎ را َ؇م ሏᇧ ߓߵد:

ࢾࣖارد. وۏިد พฆܓߵލ رڣب وߓ ႟ႆّߑߵو ۱چۉ ሏᇧ ڣݠݿٺڎ. اਊು؇ت ᘣ۬ رނٺ ٞ܂ آܳྱݴ ոׂ֔ڲڞ: ࠬࡇون
ஓ஁޳ ܔٷٷڎ. ّܦچ۬ ߙߵོྱص داده ނڎه ུྱݷ از ሏِᇧިᆇᅦ ّݱ؇دሏᇭ ݿ؇زی ؇ٞ ا؜ٺ݄؇د ݁ިرد ݁ލଫଐک ਵਦۏؕ ᘣ۬ رނٺ ً۬ ً؇ب و آܳྱݴ راه ا࠯ࡇازی: ࠬࡇون
ݬڰݠ راه اࢾࣖازی ً واڢأ؇ ᄩᄟ؇݁گ દતا ۬ اࢾࣖ؛ وا૭૖ٺ راه اࢾࣖازی ً۬ ᆇᆅ۫ٷ؇ن ሏᇧ ނިࢾࣖ َ؇݁چڎه «উॻ݁؇ّأଫଜ༚ ݬڰݠ «داฺྸ ᄊჳ ሏᇓ؇۱ ۬ ݿ؇݁؇َ از ૭૖چ؇ری

ሏᇧ ۊިا۱ڎ.
وۏިد ଫଊ݁أٺ اਊು؇ت ً ఈఃاݬ ஓ஁޳ ނިد»؛ ࢹࣕߦߵڣٺ۬ ஼஫۱ݠ ً ؇ਊೋّگݠ» ᄊᄅ਍ೋا َ۬ ࢾࣖارد. ݁أٺଫଊی اਊು؇ت ۱چۉ َ؇درݿب ᘣاره஼஫ ٞ܂ ပ࿇ڲڞ: ඏ൷۰در

ࢾࣖارد.
ݬڰݠ داฺྸ ނڎ، داده ّިݪچں ৖৑؇ً ᄊჳ ᆇᆅ؇ن ޗިر و — دارد ۬ ނڎه َިނٺ ݁أ݄ިلِ ٞ؇ݪچ؇ت ر ᄊჳ ሏᇓ؇۱଩ଜ༰ اࢾࣖ ᆇᆅ؇ن ً دڢچگ؇ ሏᆦ߯ وߦ ݿ۬ દતا

ܔٷڎ. ۋڰޓ را ݿ۬ ۱ݠ ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ఈ႙ၖݿچ܂

Ⴄႅ݁-ݿިدوܔި ٞ܂ ڢ؇ܳص در ّڰ؇وت،
.ࣖ࣎ଫଜًܥ َޙݠ در را ݿ؇ده ނڎه ً ᆇᅦڎا ّݱިߦߵ દતا ّڰ؇وت، ா஬دن ۋݴ ߓߵای

ܔٷڎ ༡ܭ را آن ሏᇧ ّިاࢾࣖ راٞ؇َ۬ اݿب: ො੼ڎود و ܔިۚ܂ ༡ڎ از ྲྀྱݷ َܦٷچڎ. اݿٺڰ؇ده ۹ در ۹ ሏᇿި݄݁أ ݿިدوܔިی از ڢچ؇س ༥ڎی ෛຳݷ ߓߵای
ᘣاࢾࣖازه د۱چڎ: ݁گچ؇س را ݁أ݄ިل ڢ؇َިن ܔٷچڎ. ّݱިر را MegaSudoku(n) ݁أ݄؇۱؇ی از ༠؇َިاده ای ؜ިض در ࢾࣖارد. راه ༡ܭ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ ؇ٞ
ݿިدوܔިی دارد. ஓ஁؇د N و ނڎه ّگފࡰࡲ n در n ًߺࠊک ۱؇ی ً۬ ᄊჳ ૭૖؇ز࣎ࣖ N در N ሏᇿڎو༥ و ܔٷچڎ ٞژ ّأݠ n^2 = N ،ࣖ࣎ଫଜًܥ n را ًߺࠊک
พฆوڢ ّ؇زه اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ داݿٺ؇ن ஓ஁؇د. َ۬ و ۳ در ۳ ًߺࠊک ۱؇ی ،۹ در ۹ ༥ڎول اݿب: 9 = N و 3 = n ܔިۚ܂ ༡؇ܳب ڣگޔ ሏᇿި݄݁أ
در SAT ڣݠ݁ިل ٞ܂ ނྟچ۬ را آن ᄊჳ ܔٷڎ ᆇᅵܭ (gadgets) ሏᇭ؇اݪ اߓ߳ارک ۱؇ی ਐಸިاࢾࣖ ༥ڎول و ܔٷڎ رނڎ n د۱ࡰࡲ ا༥؇زه ᄊჳ ሏᇧ ނިد ๤ཇوع
۬ ޗިری ً ࢻ۱ࣖچڎ درݿب/َ؇درݿب ݁گ؇دߦߵ ؇۱ଫଜ݁ٺ؞ ً۬ ሏᇧ ّިاਜ಻ڎ آٞ؇ اݿب: ଫଜ༠/ᄩᄥً ڢچިد از พฆڣ۳ݠݿ ڣگޔ SAT ڣݠ݁ިل ሏᇧ ܔٷٷڎ. ݿިدوܔި ܳٴ؇س
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ނިࢾࣖ؟ ارݪ؇ ڢچިد ᘣ۬ ᆇᆅ ᄊჳ

راه ༡ܭ ٞ܂ ᄊჳ ሏᇆ؇ਊುا ߓߵای ّݱިߦߵی พฃྱ૰૙؇༥ — ா஬د ๱ངوار Ⴄၖ݁ܭ ނڎه ༥ڎول ா஬دن آނႤႆر ࢻࣖون را ڢިا༟ڎش ሏᇧ ّިان :۲۵ در ۲۵ ݿިدوܔިی ٞ܂
ሏᇧ ܔٷڎ. ّ؊ਜೋڎ را ނ؇۱ڎ، พฃٞأ ዛዊᚱ؇ن،
AI-generated editorial thumbnail — The Clean Paper CC BY 0 .4

ڤץոس دو ոּ ոڲ֔ڵ ׏ٳ SAT: و ۰ܙدوڅܙ
દતا ؇༟اد ᄊჳ ݿިدوܔި ሏᇧ ّިاࢾࣖ «݁؇਍಻ڎ ٞ܂ ڣݠ݁ިل SAT رڣٺ؇ر ܔٷڎ» اݿٺأ؇ره ཹྱފب. ۬ᆇᅹߙߵ در ۱ݠ دو ۏ۳ب ا෠ຶ؇م ሏᇧ ނިد، و ۏ۳ب
آݿ؇ن را ሏᇧ ّިان Ⴄၖ݁ܭ َިނب.

5



رႤႅَਲ਼ਦری THE CLEAN PAPER

ሏᇿިً ଫଜ݁ٺ؞ ٞ܂ ݁گڎار) ݿٺިن، (ݿޚݠ، ሏᇓ؇ّ ۬ݿ ۱ݠ ߓߵای ྵี ሏᇧ زࢾࣖ، රඞف درݿب/َ؇درݿب ؇ً ڣگޔ SAT SAT. ּٝ ۰ܙدوڅܙ از
݁گ؇دߦߵ ،۲ در ۲ (ًߺࠊک ۱؇ی ۴ در ۴ ݿިدوܔިی ٞ܂ دارد». v ݁گڎار c ݿٺިن و r ݿޚݠ در «ݿߺࠊل พฃٞأ x(r,c,v) ܔٷچڎ: ٞژ ّأݠ
਍ಸڎ۱؇ از ༟ިᆇ୞୘۬ ای ً۬ ݿިدوܔި ڢ؇َިن ۱ݠ ݿྜྷݴ .729 ً۬ ۹ در ۹ ఈ႙ၖݿچ܂ ݿިدوܔިی دارد؛ ਜ಻؇ز ଫଜ݁ٺ؞ 64 = 4·4·4 ً۬ (۴ ؇ّ ۱

਍ಸڎ۱؇ݿب.) ᘣ۬ ᆇᆅ AND ڣݠ݁ިل ႟ၖ آن ۱؇ݿب؛ َگچݥ ؇ٞ ଫଜ݁ٺ؞ ۚٷڎ OR ਍ಸڎ (ٞ܂ ሏᇧ ނިد. ਊಾڎٞܭ (clauses)
ݿߺࠊل: ۱ݠ ߓߵای ਍ಸڎ ٞ܂ — دارد ݁گڎار ٞ܂ ቕሡ دݿب ݿߺࠊل ۱ݠ

x(1,1,4) ∨ x(1,1,3) ∨ x(1,1,2) ∨ x(1,1,1)
:«َ۬ دو «۱ݠ ਍ಸڎ ٞ܂ ݁گڎار، ۏڰب ۱ݠ ߓߵای — دارد ݁گڎار ٞ܂ ଫ଒ڎاܔ༡ ݿߺࠊل ۱ݠ

ۏڰب. ނݷ ۱ݠ ߓߵای ߙߵོྱص ඔඒᆇᆅ ً۬ و … ¬x(1,1,3) ∨ ¬x(1,1,1) ¬x(1,1,2) ∨ ¬x(1,1,1)
ً؇ر، ٞ܂ ቕሡ دݿب :3 ݁گڎار و 1 ݿޚݠ ߓߵای — دارد را ݁گ؇دߦߵ ᘣ۬ ᆇᆅ ݿޚݠ ۱ݠ

x(1,4,3) ∨ x(1,3,3) ∨ x(1,2,3) ∨ x(1,1,3)
ݿޚݠ. در ݿߺࠊل ۏڰب ۱ݠ ߓߵای ߙߵོྱص ඔඒᆇᆅ ً۬ و ¬x(1,2,3)، ∨ ¬x(1,1,3) ً؇ر: ٞ܂ ଫ଒ڎاܔ༡ و

:2 ݁گڎار و ً؇৖৑-ۚس ًߺࠊک ߓߵای ሏᇧ ܔٷڎ. ଫଜّ؞چ ݿߺࠊل ۱؇ ா஫وه ڣگޔ ਍಻؇ᆇᆅڎ؛ ሏᇓ؇۱ ۬༟ިᆇ୞୘ — ًߺࠊک ۱؇ و ݿٺިن ۱؇
x(2,2,2) ∨ x(2,1,2) ∨ x(1,2,2) ∨ x(1,1,2)

.«َ۬ دو «۱ݠ พฆۏڰ ਍ಸڎ۱؇ی ᘣوهఈః༟ ۬ ً
દતا ً۬ ً؇৖৑-ۚس ᘣ۬ ܓިނ در ༰؇پ ނڎه 3 ༟ڎد اݿب. وا༡ڎ ଫଜ݁ٺ؞ ٞ܂ ؇ً ਍ಸڎی ༂ຍ๤ང ۱ݠ ෛຳݷ: દતݿ؇ده ߙߵ — ༰؇پ ނڎه ༂ຍ๤ང ۱؇ی

ሏᇧ ނިد: ਊಾڎٞܭ ਍ಸڎ
x(1,1,3)

اݿب: راه ༡ܭ ۊިدِ ارݪ؇ܔٷٷڎه اཹྥފ؇ب ٞ܂ و — ً؇ނڎ داނٺ۬ راه ༡ܭ ݿިدوܔި ᄊჳ اݿب ارݪ؇ࢹࣕߦߵ ሏᇃ؇݁ز ً دڢچگ؇ ؇۱ દતا ᘣ۬ ᆇᆅ AND
ٞ܂ ᄊჳ ਍ಸڎ ۱ݞار ۚٷڎ و ଫଜ݁ٺ؞ 729 พฃٞأ દતا ،۹ در ۹ ݿިدوܔިی ߓߵای ܔٷچڎ. ߑߵ را ༥ڎول و درݿب اࢾࣖ x(r,c,v)؇۱ ᄕჳام ྲྀྟچྡྷچڎ
3 ߓߵاߓߵ ً دڢچگ؇ ݿߺࠊل દતا» ሏᇧ ܓި࣎ࣖ ܔٷچڎ: ۬༥ިّ x(1,1,3) ༂ຍ๤ང ਍ಸڎ ً۬ ሏᇧ ܔٷڎ. ༡ܭ ۬ਜ಻؇ٔ উॻ݁چ ۚٷڎ در اਵਦوزی SAT ᘣܭ ܔٷٷڎه༡
ݿߺࠊل ۱؇ی ߓߵای ሏᇭ؇اݪ ߙߵڣٷڎ ى؇ඔඒٞ ߙߵ، ႟ႆّߑߵو ٞ؇دداނب در ᄊჳ َ؇݁ٺگ؇رሏᇃ ای ᆇᆅ؇ن — ݁ٺڰ؇وت اࢾࣖ» ௤௔ᆇᆅ ݿߺࠊل ۱؇ દતا» َ۬ اݿب»،

ሏᇧ ܔٷڎ. ৖৑زم را ༂ຍ๤ང
૭૖؇ز࣎ࣖ Ⴄႅ݁-ݿިدوܔި ٞ܂ دࠍ੅ިاه، SAT ڣݠ݁ިل ٞ܂ ඔආداނ ؇ً دارد: ਜ಻؇ز دނިارߙߵ و ෛ੼؇ܳژ ۏ۳ب ً۬ ᄩᄟ؇݁گ ۰ܙدوڅܙ. ּٝ SAT از
௤௔ᆇᆅ ݿߺࠊل ۱؇ દતا» ًܥ਍ೋިڎ ሏᇧ ّިا਍಻ڎ ڣگޔ ݿިدوܔި ሏᇧިً ڢިا༟ڎ ً؇ނڎ. ارݪ؇ࢹࣕߦߵ ڣݠ݁ިل ᄊჳ ً؇ނڎ داނٺ۬ راه ༡ܭ ሏᇃ؇݁ز ً دڢچگ؇ ᄊჳ
ུྱݷ از و ܔިۚ܂ ۊިނ۬ ای اߓ߳ارک ඔඒᆇᆅ اࢾࣖ. ً دڢچگ؇ اߓ߳ارک ۱؇ و — ނިࢾࣖ ݿ؇ۊٺ۬ ࣖ࣎؇ً دࠍ੅ިاه ݁ٷޚࠔࠨ ڢچިد ྵี ݁ٺڰ؇وت اࢾࣖ»،
ᄊჳ (ஓ஁؇دی ሏᇧ ܔٷٷڎ ً؇زی را ؇۱ଫଜ݁ٺ؞ َگݷ ݁ލۛݧ ݿߺࠊل ۱؇ی آن در ᄊჳ ڣݠ݁ިل، ਍ಸڎ ۱ݠ ߓߵای ௤௕ٞ ݿߺࠊل ۱؇ݿب، از ޗݠاሏᇖ ނڎه
ሏᇃިَ؇ڢ ߑߵނڎن ۱؇ی ؇ዛዊᚹ ᄊჳ ނڎه اࢾࣖ ๱ངٷڎዛᔻ ޗިری ۊިނ۬ উॻ༠دا ڢچިد و ሏᇧ ܔٷڎ) ᄕჳ را َ؇درݿب ؇ٞ درݿب ሏᇧ دارࢾࣖ ᄊᄄَ ۊިد در
ߓߵای اݿب؛ ًިدن NP-݁ܭႤၖ اਊು؇ت ۱؇ی در اݿٺ؇ࢾࣖارد พฆدݿ Ⴄၖر દતا ሏᇧ ܔٷٷڎ. ارݪ؇ را ਍ಸڎ آن ᄊჳ ً؇ނٷڎ ݁ٺٷ؇ޖݠ ሏᇓ؇۱ اཹྥފ؇ب ؇ً آن

دادࢾࣖ. ا෠ຶ؇م را آن ۲۰۰۳ ݿ؇ل در Seta و Yato ّأ݄ࡰࡲ ٞ؇ڣٺ۬ ݿިدوܔިی
ᄊჳ اݿب ඔඒᆇᆅ ىިނچڎه اࢾࣖ. ݁ٺڰ؇وت ܳٴ؇س دو ᄊჳ ݁ފ٪ᄩᄥ اࢾࣖ ٞ܂ SAT و N در N ݿިدوܔިی ሏᇧ ܓ਍ೋިڎ ܾ۱ ষছ؇ر در ۏ۳ب دو દતا

ًܥި࣎ࣖ. داݿٺ؇ن NP ஓ஄؇م ᘣدرً؇ره ஓ஁؇د۱؇ و ༥ڎول ۱؇ ؇ً ሏᇧ د۱ڎ ا༥؇زه — ߑ߯و۱ݷ ۊިد و — ᄩᄟ؇݁گ દતا ً۬

ሏᇃدாߵ஬ߑ ඔඒۚٷ ނިد ڢ؇َؕ ሏᇧ ۊިا۱ڎ ً؇ب ሏᇧ داࢾࣖ. را Ⴄႅ݁-ݿިدوܔި ِଫଊ݁أٺ و Ⴄၖ݁ܭ ߑ஬ߵாدن ٞ܂ آܳྱݴ اݿب. ّݱިر ڢ؇ًܭ พฆراۋ ۬ ً ۱ٷިز ނ؇۱ڎ
اݿب. رڣٺ۬ ඔඒً از راز ሏᇿو ሏᇧ ނިد، ڢ؇َؕ ً؇ب ًڰݠݿٺڎ، را ༥ڎول ႟ၖ ா஫ا ܔٷڎ. ڣ؇ش را آن ஓ஁޳ ۊިا۱ڎ آܳྱݴ ا݁؇ دارد، وۏިد
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༥ڎول آܳྱݴ ሏᇧ ܔٷڎ. اݿٺڰ؇ده ىިނچڎه ዛᔻݠه ۱؇ی از ڢڎஓ஑޳ พฃ۱ذ ݁ڎل ٞ܂ ሏᇧ ܔٷٷڎ. ّأ؇݁ܭ ً؇ب و آܳྱݴ ݬڰݠ، داฺྸ ఈ႙ၖݿچ܂ ᘣ۬ ༱૭૙ در
ሏᇭّݱ؇د ۬ ޗިر ً را উॻො੼ ڢچިد از ௤௕ٞ ሏᇧ د۱ڎ ا༥؇زه ً؇ب ً۬ و ሏᇧ ܔٷڎ ؜ިض ො੼ݠ݁؇َ۬ را ஓ஁؇د۱؇ َ؇م دور ۱ݠ از ུྱݷ ሏᇧ ܔٷڎ، ዛዊᚱ؇ن را ༡ܭ ނڎه
ً؇ب اޗ݄چٷ؇ن د۱ٷڎ، ૰૙؇ن ݁ٺڰ؇وت ௤௔ᆇᆅ ሏᇓ؇۱د؇ஓ஁ ً؇زނڎه ݿߺࠊل ۱؇ی ா஫ا اߓ߳ارک. ٞ܂ ؇ٞ ًߺࠊک ٞ܂ ݿٺިن، ٞ܂ ݿޚݠ، ٞ܂ ܔٷڎ: ๱ངߓߵر
༂ຍ๤ང ۱؇ی دارد: وۏިد ሏᆦچڎ౺౨ఫ (ٞ܂ ሏᇧ ނިࢾࣖ. ؜ިض ّ؇زه َ؇م ᄔჲاری ٞ܂ ؇ً ஓ஁؇د۱؇ و ሏᇧ ނިد ىިނچڎه دوً؇ره ଩ଜ༰ ۬ ᆇᆅ ݿྜྷݴ ሏᇧ ނިد. ଫଐྲྀྱލ
ߑߵو႟ႆّ ۱؇ی ሏᇧ د۱ڎ ّިݪچں زߦߵ ٞ؇دداނب ሏᇧ ܔٷڎ. ዛዊᚱ؇ن ଩ଜَ را آن ۱؇ ஓ஁؇د۱؇ َ؇م ଫଜّ؞چ ۚިن دارࢾࣖ، ਜ಻؇ز د଺୍ٞی ߙߵڣٷڎ ً۬ ݁أ݄؇ ᘣداده ނڎه

اݿب.) ሏᇭႤၖ ݿ؇ده ّݱިߦߵ ඔඒᆇᆅ ادا݁۬ ߓߵای ሏᇧ ܔٷٷڎ؛ ༡ܭ را દતا ༰ܥިَ۬ ఈ႙ၖݿچ܂

ᆀᅘ څרר׿ ٝມ ๳෾෕ີ ۰ݫݻل ո٢ی ոּ ً ո֔ؓوا ۰୹ည࿇׷ٳ ݂ݦوတ࿷ׂ ո٢ی
ߙߵڣٷڎ ଫଜّ؞چ َ؇م ٞ܂ ᘣ۬ َگޚ ܔިر دارد. ڢިا༟ڎ ݿޚݠ، ݿٺިن و ًߺࠊک ௤௔ᆇᆅ ሏᇧ ܓ਍ೋިڎ દતا» ݿߺࠊل ۱؇ ௤௔ᆇᆅ ݁ٺڰ؇وت اࢾࣖ»، و ௤௔ᆇᆅ ݁ٺڰ؇وت
ྵี از ۱ݠ ଫଜّ؞چ ሏᇧ؇َ ᆇᆅ۫ٷ؇ن ߓߵڢݠار ሏᇧ ݁؇ࢾࣖ. ا݁؇ ٞ܂ ༂ຍ๤ང ሏᇧ ܓި࣎ࣖ દતا» ًݿߺࠊل دڢچگ؇ 5 اݿب»، و ྵี از ଫଜّ؞چ َ؇م ً؇ب ڣگޔ σ(5)
— ஓ஁؇دی ىިނ؇ࢾࣖه ނڎه — را ሏᇧ ྲྀྱٷڎ، ᄊᄅَآ ሏᇀ ଫଜّ؞چ َ؇م σ را ࢻࣖاࢾࣖ. در ۬༶ཹྥچ ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ଩ଜ༰ی را ๱ངوار ܔٷڎ. ா஫ا દતا َگݧ ߓߵޗݠف
૰૙ިد، آܳྱݴ ሏᇧ ّިاࢾࣖ ೑ಸ؇ٔ ܔٷڎ ٞ܂ ༥ڎول ଫଊ݁أٺ وۏިد دارد، در ሏᇿ؇༡ ᄊჳ ༂ຍ๤ང ۱؇ی ༰؇پ ނڎه را ً ఈః݁Ⴄၖ َ؇د࣎ࣖه ா஫ڣٺ۬ اݿب؛
દતا ᘣدرً؇ره દતا ݁أ݄؇ ଩ଜ༰ی ೑ಸ؇ٔ ஓ஁޳ ܔٷڎ. ادਜಸ؇ت ఈ႙ၖݿچ܂ دو راه ༡ܭ اݿٺ؇ࢾࣖارد دارد.
و ሏᇧިᆇᅦ ߙߵོྱص در 1…N ஓ஁؇د۱؇ی ؇ً را آن آܳྱݴ ᄊჳ พฆܳ؇ى — ܔٷچڎ اݪ؇ڣ۬ ዛዊᚱ؇ن ༥ڎول ً۬ ݿߺࠊل N ؇ً ሏᇭ؇اݪ ݿޚݠ ٞ܂ ոֺڤ֙.
ٞ܂ ً؇ب ሏᇭّݱ؇د ༰؇ܳݷ ৖৑؇༡ ሏᇧ ނިد. (N)σ…(1)σ ނ؇݁ܭ દતߓߵا؇਍ಸ ሏᇧ د۱ڎ، َ؇م ଫଜّ؞چ ًگچ۬ ؇ً ᆇᆅݠاه ݿྜྷݴ و ሏᇧ ܔٷڎ ߑߵ ॴड़भ؇ٔ
๳෾෕ີ ۰ݫݻل ׏ٳ ᖔوه୹୴ຐ ٝ ּ ոֺڤ֙ ሏᇧ ّިاࢾࣖ ா஬دن، ً؇ز ߓߵای اߓ߳ارک ؇ٞ ًߺࠊک ݿٺިن، ݿޚݠ، ٞ܂ ا౪౜ర؇ب ߓߵ اڣݞون دارد. اݪ؇ڣ۬ ᘣ۬ ਍ೋ ஼஫
༂ຍ๤ང ݿߺࠊل ᄊჳ ሏᇧ ܔٷڎ ๱ངߓߵر ً؇ب و ሏᇧ د۱ڎ ૰૙؇ن را دور ᆇᆅ؇ن َ؇م ଫଜّ؞چ ى؇ܳب ሏᇧ ܔٷڎ؛ آނႤႆر را دو ۱ݠ آܳྱݴ ܔٷڎ. ا౪౜ర؇ب را
ᄊჳ — ሏᇧ آ݁ިزد را σ ڣگޔ ً؇ب ۚިن ሏᇧ ݁؇ࢾࣖ، ݬڰݠ داฺྸ ᆇᆅ۫ٷ؇ن દતا د۱ڎ. ૰૙؇ن را ༰؇پ ނڎه ༂ຍ๤ང ᘣ۬ ّ؞چଫଜَ؇م ٞ؇ڣٺ ᘣ۬ ༱૭૙ ً دڢچگ؇
۱چۉ ሏᇧ دا૭૙ب. ڢٴܭ از ݁أ݄؇ ۊިد از ᄊჳ را ሏᇿݿߺࠊ ݁گڎار و — ࢾࣖارد ๱ཇارز ሏᇓ؇ዛዊᚹ ۬ ً و ሏᇧ ނިد ا౪౜ర؇ب ሏᇭّݱ؇د و ّ؇زه دور ۱ݠ در
درݿب ႟ႆّߑߵو ܔٷڎ. ۏأܭ را ؇ஓ஁ ᆇᆅ؇ن ሏᇭّݱ؇د σ ٞ܂ ا౪౜ర؇ب ؇ً ሏᇧ ّިاࢾࣖ ۬ ݿ؇ز ނྟچ و ஓ஁޳ ܔٷڎ ૰૙ب ො੼ݠ݁؇َ۬ ݿߺࠊل ۱؇ی از ሏᇆ؇༟ఈఃاޗ

ނިد. ଩ଜ༰؇َ ߙߵد࣎ࣖ ᄊჳ ሏᇧ ނިࢾࣖ ଻୍ّار آن ڢڎر دور۱؇ و ሏᇧ اڣٺڎ ଫଜܓ ೑ಸ؇ٔ ሏᇿ؇݄اۋٺ ؇ً دور ۱ݠ در ݁ٺگܹص آܳྱݴ ۚިن اݿب،
آن ،༂ຍ๤ང ݁گڎار ๱ངوار ۬ ༥؇ی ً ሏᇧ ܔٷڎ. ༡ڍف را آن وߦ߯ه، ༰؇ܳݷ اڣݞودن ۬ ༥؇ی ً ݿ؇ۊٺ؇ری ߙߵ ༱૭૙۬ ای .ո٢ ๳෾෕ີ ଯଝدن ပ࿇ڲףո׏ڞ
ܔٷچڎ ݁ٺݱܭ ሏᇧ ܔٷڎ ᆇᅵܭ را ۊިدش ݁گڎار ᄊჳ ሏᇿݿߺࠊ ඹජ ى؇ܳب ݿߺࠊل ۱؇ی ᘣ۬ ᆇᆅ ً۬ را ༂ຍ๤ང ݿߺࠊل ܔٷچڎ: اۏٴ؇ر َ؇ߓߵاߓߵی ڢچިد ؇ً را
ً؇ނڎ داނٺ۬ ً ڢ؇َިَ؇ ሏᇧ ّިاࢾࣖ ݿߺࠊل ᄊჳ ஓ஁؇دی ؇ዛዊᚹ .«(5)σ ඹජ ଩ଜ༰ ۬ ᆇᆅ از ݁ٺڰ؇وت ،… ،(2)σ از ݁ٺڰ؇وت ،(1)σ از «݁ٺڰ؇وت —
ڢ؇ًܭ ݿޚݠ ٞ܂ ݁؇਍಻ڎ ً دڢچگ؇ و َ؇وردا َ؇م ଫଜّ؞چ زߦߵ — ނڎه اࢾࣖ ݁ٺڰ؇وت اࢾࣖ» دو દતا» َިع از دوً؇ره ڢچިد ᘣ۬ ᆇᆅ اܔٷިن اݿب. ༂ຍ๤ང ᆇᆅ؇ن
ሏᇧ ނިد اݿٺڰ؇ده ா஫اف رَ܁ آ଩ଜ݁ی ఈ႙ၖݿچ܂ ႟ႆّߑߵو در رَ܁ ނڎه ུྱݷ از رأس ۱؇ی ߓߵای ᄊჳ اݿب ݁؇َިری ᆇᆅ؇ن દતا .๱ངوار
اߓ߳ارک ۱؇ی ً۬ د଺୍ٞی ڢچڎ ۱ݠ ݁؇਍಻ڎ ଩ଜَ ؇۱ ༂ຍ๤ང ،SAT-ً۬؇݁ټ ۬ Ⴄႅ݁-ݿިدوܔި-ً ّݱިߦߵ در دارد: را ৖৑؇ً در اߓ߳ارک ᘣواژه ᆇᆅ؇ن روح و

ሏᇧ ނިࢾࣖ. Ⴄၖ݁ٲ؇ٞܭ َ؇ߓߵاߓߵی
ଫଜّ؞چ از ً ఈఃاݬ (۲۰۰۷ ݿ؇ل Rothblum، و Pinkas Naor، (Gradwohl، ݿިدوܔި ߓߵای ሏᇆرႤၖ ௤ਤواڢ ႟ႆّߑߵو .୕୆׏ ચઍؔ တ࿷ׂ݂ݦو
݁گڎار ؇ً ٞܦފ؇ن Ⴄၖرت ݿ۬ ݿߺࠊل ۱ݠ ߓߵای آܳྱݴ ሏᇧ ܔٷڎ. ༡ܭ وڣݱܭ ዛዊᚱ؇ن ݿ؇زی ๤ཇوع از ུྱݷ را ؇۱ ༂ຍ๤ང و ஓ஁޳ ܔٷڎ اݿٺڰ؇ده َ؇م
Ⴄၖرت ۱؇ ߓ஫ߵாداࢾࣖن از ུྱݷ ً؇ب ؇ّ ेूոּ ּٝ رو ๳෾෕ີ ۰ݫݻل ո٢ی ߓߵای ا݁؇ ૰૔ب ورو، ො੼ݠ݁؇َ۬ ݿߺࠊل ۱؇ی ߓߵای — ᄔჲ ሏᇧارد ݿߺࠊل ᆇᆅ؇ن
وارد ௤௕ٞ و ݿٺިฺྸ ᘣ۬ ૭૖ٺ وارد ௤௕ٞ ݿޚݠش، ᘣ۬ ૭૖ٺ وارد ݿߺࠊل ۱ݠ از Ⴄၖرت ٞ܂ ݿྜྷݴ ނڎه اࢾࣖ. ೑ೋ؇༟ر ؇۱ ༂ຍ๤ང ྲྀྟچٷڎ ۊިد ྾དྷۚ ؇ً
Ⴄႆ݁ن اޗ༟ఈః؇ت زدن ߓߵ ً؇ނڎ. داނٺ۬ را ஓ஁؇د N ᘣ۬ ᆇᆅ ሏᇧ ܔٷڎ ๱ངߓߵر ً؇ب و ሏᇧ ނިد آނႤႆر و زده ߓߵ ૭૖ٺ۬ ۱ݠ ሏᇧ ނިد؛ ًߺࠊܔݷ ᘣ۬ ૭૖ٺ

ًިدࢾࣖ. ނڎه ོྦྷٴྱب Ⴄၖرت ۱؇ ۚچڎن ᘣ۬ ࠍ੆ޙ ᆇᆅ؇ن از ؇۱ ༂ຍ๤ང ا݁؇ اݿب)، ݬڰݠ داฺྸ ᆇᆅ؇ن દતا) ሏᇧ ߓߵد ඔඒً از را
از اݿب دڢچࠔࠨ ۋފ؇ࢻࣖاری ݬڰݠ داฺྸ ႟ႆّߑߵو ً؇زா஫ ሏᇧدد: آن ً۬ ً؇ر۱؇ ᄩᄟ؇݁گ દતا ᄊჳ اݿب ଩ଜ༰ی ᆇᆅ؇ن درس ༡؇ܳب، دو ۱ݠ در
ى؇ک را اݿب» 5 «ߓߵاߓߵ و ሏᇧ ܔٷڎ ۋڰޓ را ݁ٺڰ؇وت» ௤௔ᆇᆅ» َ؇م ଫଜّ؞چ ሏᇧ ߓߵࢾࣖ. در ً۬ ቕረ؇ݿ ༥؇ن ዛዊᚱ؇ن ݿ؇زی از واڢأچب ۱؇ ᄕჳام ᄊᄅ਍ೋا

ނިد. وارد دوً؇ره د଺୍ٞی راه از ࣖ࣎؇ً اݿب» 5 «ߓߵاߓߵ ྵี — ሏᇧ ܔٷڎ

اݿب: ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ พฃ۱ذ ݁ڎل ڣگޔ ཹྱފب. ᄩᄟ؇݁گ ႟ِႆّߑߵو દતا

دارࢾࣖ. ܓߵލب رڣب وߓ ً؇ب و آܳྱݴ •
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ሏᇧ ܔٷڎ. ا౪౜ర؇ب ሏᇭّݱ؇د وار๱ང ۱؇ی ً؇ب •
را. راه ༡ܭ ႟ၖ َ۬ ሏᇧ ܔٷڎ، آނႤႆر را উॻො੼ ݿ؇زႤၕری ڣگޔ آܳྱݴ •

ނިد. ّިܳچڎ آܳྱݴ ᘣ۬ ො੼ݠ݁؇َ راه ༡ܭ ࢻࣖون ሏᇧ ّިا૭૙ب ً؇ب ஓ஁؇ی ᄊჳ ሏᇧ ܔٷڎ Ⴄၖر દતا دادن ૰૙؇ن ؇ً ๱ཛྷިۊݱ ቕቓරඞ اਊು؇ت •

اݿب: ނڎه ݿ؇ۊٺ۬ ݁ټྟب واڢأچب ٞ܂ ۋިل ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ ྵี

دارد. وۏިد ً واڢأ؇ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ٞ܂

ሏᇭّݱ؇د ᘣ۬ رނٺ ۱چۉ ا؜ٺ݄؇دی، ݁ިرد راه اࢾࣖازی ۱چۉ ሏᇧ رود. و ሏᇧ ڣݠݿٺڎ اਊು؇ت ᘣ۬ رނٺ ٞ܂ آܳྱݴ ܔٷچڎ. ༡ڍف را راۋب ෛຳݷ ۱؇ی ৖৑؇༡
داฺྸ ᄊჳ اݿب ො੼چޚ޳ ᆇᆅ؇ن દતا ਈಸڍߦߵد. را َ؇درݿب ݁أ݄؇ی ٞ܂ ࣖ࣎؇ਊ಻ ஼஫۱ݠ ً؇ب و ࢾࣖارد وۏިد ً؇ނڎ، ނڎه آ݁؇ده ུྱݷ از ᄊჳ ሏᆧଫଐ݁ލ

ஓ஁޳ آورد. دوام آن در ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ
݁ٷޚࠔࠨ ݁أٷ؇ی ً۬ system) (proof رᆙᆊ޳ اਊು؇ت ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ ٞ܂ ܔٷچڎ: ೑ಸ؇ٔ ؓܙاຐ׿ ոफऌب ٞ܂ .ቕቓدار ਜ಻؇ز ୍଺ٞد ෛஙݱྱب ٞ܂ ً۬ ߙߵڣٷڎ از ུྱݷ
اݿٺ؇ࢾࣖارد ᘣ۬ ༟ި݁ިݪ اݬިل ZFC، ۬ ނڎه. َިނٺ ๱ཚ؇ٞ ر اਊು؇ت ۱؇ی ๱ངوار ߓߵای ௤௕ਜ಻Ⴄႆ݁ ڢިا༟ڎ ᘣوهఈః༟ ۬ ً ۬༟ި݁ިݪ اݬިل از ೑ಸ؇ٔ ༟ިᆇ୞୘۬ ای —
اَأޚ؇ف ࢹࣕߦߵ ا౪౜ర؇ب و ނڎه، ا౪౜ర؇ب ུྱݷ از ᄊჳ ሏᇧ ނިد ਜಸ؇ن ڢިا༟ڎی ঺ছ؇ب ً۬ ૭૙ྟب ଩ଜ༰ ۬ ᆇᆅ ًأڎ ً۬ ؇౯ౙీا از اݿب. ނ؇ۊݧ ݁ټ؇ل ٞ؇ݪچ؇ت، ر

ሏᇧ ܔٷڎ. Ⴄၖر ZFC، ᄩᄥᆇᅹ از ܔٷچڎ، ೑ಸ؇ٔ ᄊჳ ڢިا༟ڎی ঺ছ؇ب ۱ݠ ߓߵای ݿ؇ۊب اݿب:
رᆙᆊ޳ ای ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ — دارد اނ؇ره ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ඔඒᆇᆅ ً۬ ᆇᆅྱލ۬ ؇౯ౙీا در اਊು؇ت» ᘣ۬ «ݿ؇݁؇َ :ᄩᄟ؇݁گ ۊިد از ߓ஫ߵாڣٺ۬ واژه ۱؇، ᘣدرً؇ره พฆدداނ؇ٞ)
و «اਊು؇ت ܔٷٷڎه ً؇ب و آܳྱݴ ඔඒނ؇݁ ஓ஁޳ ܔٷڎ. اނ؇ره ሏᇧ ڣݠݿٺڎ آܳྱݴ ᄊჳ ሏᇓ؇۱ م؇ਜಶ ً۬ ஼஫۱ݠ و — ሏᇧ ܔٷڎ ๱ངوار را ๱ཚ؇ٞ ر اਊು؇ت ۱؇ی ᄊჳ

ሏᇧ ނިد.) َ؇݁چڎه وار๱ང ܔٷٷڎه»
ሏᇧ د۱ڎ. ଫଜّ؞چ را اਊು؇ت ا݁؇ ሏᇧ ܔٷڎ، ۋڰޓ را Ⴄႅ݁-ݿިدوܔި داݿٺ؇ن ሏᇿܓިد ᘣ۬ ༱૭૙

؇ً MegaSudoku(n) ݁أ݄؇ی دو D و S داݿٺ؇ن، در ᄔᄄًار࣎ࣖ. D را َ؇݁ݷ و ܔٷچڎ ا౪౜ర؇ب ྸ داده ނڎه ๊؇ஓ஁ ᘣاࢾࣖازه ᆇᆅ؇ن ؇ً دوم ڢچڎ ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ ٞ܂
ڢچިد ؇ً ሏᇧ ّިان ً؇ނڎ ৖৑زم ா஫ا ً؇ނڎ؛ ًިده ݁ٺڰ؇وت اࢾࣖازه ای ؇ً دނިار ݁ٷޚࠔࠨ ڣݠ݁ިل ٞ܂ اݬܭ در اݿب ᆙᆘܦ݆ D ොේٷ۬، ૰૔ب ٞܦފ؇ن اࢾࣖ. ڢ؇ܳص
(unsatisfiable) ارոֿ ոۛࠪࡆݗݦ ً واڢأ؇ ᄊჳ ሏᇧ ނިد ݿ؇ۊٺ۬ ݁ٷޚࠔࠨ ڣݠ݁ިل ٞ܂ از D ނިد. ؇༥ ༥ڎول ᆇᆅ؇ن در ؇ّ ா஬د ߑߵُ را آن ๤ཚ ሏᇀر ௤௔ݿ؇ۊٺ
ሏᇃިَ؇ڢ Ⴄၖ݁ܭ ༥ڎول ۱چۉ ᄊჳ ۬ ای ނܦފٺ ݁أ݄؇ی ݁؇਍಻ڎ درݿب ܔٷڎ، درݿب را ڢچިدش ᘣ۬ ᆇᆅ ᄊჳ ࢾࣖارد وۏިد ݁گ؇دߦߵ از ሏᇀ؇اཹྥފ ۱چۉ اݿب:
݁أٺଫଊی ߑ஬ߵாدن ۱چۉ D ྵี اݿب». َ؇درݿب «X و اݿب» درݿب «X ሏᇧ ۊިا۱ڎ ܾ ز݁؇ن ۱ ᄊჳ اݿب ሏᇿި݁ڣݠ اݿٴ؇ب ً؇زی ᘣ۬ َިஓ஁ ࢾࣖارد.

ࢾࣖارد.
X» َگچݥ و «X ڢިا༟ڎی ঺ছ؇ب ۱ݠ اݿب: ࢻࣖ ৖৑؇ً اݿٴ؇ب ً؇زی ݁ټ؇ل اݿب. آݿ؇ن ނܦފٺྡྷݷ اڣލ؇ی ᄊჳ ً؇ނڎ ۬ ای ނܦފٺ ݁أ݄؇ی ࣖ࣎؇ਊ಻ D ا݁؇
ா஫ا ܔٷڎ. ሏሃܓިا را آن ܔިّ؇ه ሏᇿ৖৑اݿٺڎ ؇ً ਐ಻ިاࢾࣖ ا౪౜ర؇ب ނڎه ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ᄊჳ ً؇ނڎ َ؇درݿب উ႓ႆނ ً۬ ࣖ࣎؇ً D ሏᇧ ܔٷڎ. رد ۊޔ ٞ܂ در را
ா஬ ሏᇧد ّިܳچڎ اਊು؇ت آܳྱݴ راز ࢻࣖون ނ؇࣎ࣖ ᄊჳ ॴख़ीୋ଺ٞ؇༥ ଫଜ݁ފ ሏᇧ رෛໆب: ڣݠو زߦߵ داݿٺ؇ن ܔٷڎ، رد ܔިّ؇ه ሏᇆ؇ਊುا ؇ً را D ሏᇧ ّިا૭૙ب ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب
ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ᄊჳ ሏᇧ ނިد ا౪౜ర؇ب ༠؇َިاده ای از D દતߓߵا؇਍ಸ ሏᇧ رڣب. ඔඒً از ଩ଜَ ๱ཛྷިۊݱ ቕቓරඞ ඔඒّ݄ݯ آن ᆇᆅݠاه و ނިد ༡ًڍف ؇ᆙᆊر ሏᇧ ّިا૭૙ب

ࢾࣖارد. راه ༡ܭ D د۱ڎ ૰૙؇ن ᄊჳ ࢾࣖارد وۏިد ሏሃ؇ّިܔ اਊು؇ت ۱چۉ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ᆇᆅ؇ن درون ܔٷڎ: رد Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً را آن ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ೑ಸ؇ٔ
اݿب: ؇ٞ/؇ٞ ᘣاره஼஫ ٞ܂ ᘣدرً؇ره ৖৑؇༡ آܳྱݴ ሏᇧ؇ਜಶ ّ܂ اਊು؇ت

دارد. راه ༡ܭ D ᘣ۬ ޗأ݄ ؇ٞ دارد، راه ༡ܭ S ௤ਤواڢ Ⴄႅ݁-ݿިدوܔިی ؇ٞ

ࢾࣖارد، راه ༡ܭ «D ᄊჳ ཹྱފب દતا اਊು؇ت اݿٺڎ৖৑ل ܔٷڎ. درݿب را S ᄊჳ ଄૲ܤ ۳ܙد ݿ؇ۊٺ۬ ሏᇓدو؇༥ ނچިه ای ً۬ D اݿب. ݁ٷޚࠔࠨ ਜಶިࢾࣖ દતا
ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ َ؇درݿب ݁ٷޚࠔࠨ ڣݱܭ ٞ܂ ሏᇧ ܓި࣎ࣖ Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ اݿب. D ո׏ S ݁ٷޚࠔࠨ ڣݱܭ ሏᇧ ނިد اਊು؇ت ᄊჳ ଩ଜ༰ی دارد». راه ༡ܭ S ྵี
درݿب S ᄊჳ اݿب દતا ڣݱܭ ًިدن درݿب راه ؇ዛዊᚹ — ࢾࣖارد راه ༡ܭ — اݿب َ؇درݿب واڢأچب در D ۚިن ً؇ނڎ. داނٺ۬ ଫଊ݁أٺ اਊು؇ت

ܔٷڎ. درݿب را َ؇درݿب S ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ޗأ݄۬ ً؇ނڎ. داނٺ۬ راه ༡ܭ ࣖ࣎؇ً S ނިد، ࢹࣕߦߵڣٺ۬ اਊು؇ت ா஫ا ྵี ً؇ނڎ.
๱ཏܔ ً۬ ா஬ ሏᇧد. ᆇᅦܭ દતୋ଺ٞ؇༥ ނ؇۱ڎی ۬ ؜ٷިان ً ޗأ݄۬ راه ༡ܭ آن ሏᇧ ނڎ. ۬༰ داނب راه ༡ܭ D ா஫ا ଫଈًݿچڎ ݬڰݠ داฺྸ ނྟچ۬ ෛຳݷ ߓߵای ا݁؇
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ྵี ࢾࣖارد، راه ༡ܭ D واڢأچب در ۬ ݿ؇ز. ނྟچ ٞ܂ พฃٞأ — ܔٷڎ ّިܳچڎ اਊು؇ت آܳྱݴ Ⴄႅ݁-ݿިدوܔިی ௤ਤواڢ راه ༡ܭ ඔආ૭૙دا ࢻࣖون ሏᇧ داد ا༥؇زه
اݿب. ૭૖ٺ۬ ᄊჳ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ᄊჳ اݿب દતا َܦٺ۬ اݿب. ૭૖ٺ۬ ۬ ݿ؇زی ނྟچ ଫଜ݁ފ દતا

ߓߵای ሏᇧ رݿ؇ࢾࣖ. S ً۬ ߦߵ ஼஫؇َ را ؇݁ D» ؇ٞ «S ଫଊ݁أٺ اਊು؇ت દતߓߵا؇਍ಸ اݿب، َ؇درݿب D ،(soundness) ඏ൷۰در ߓߵای دارد. وޖچڰ۬ دو D ྵี
ߓ߳ࢾࣖ. ষছ؇ر ሏᇧ داد ۬ ݿ؇زی ނྟچ اႤႆ݁ن ᄊჳ را ޗأ݄۬ ای ଫଜ݁ފ ۬ ๤ང؜ب ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب દતߓߵا؇਍ಸ اݿب، ෛ஖ب D ா஬دن رد ڲ܎ݍݦ، ۝ءۑ ༩ණدا

ཹྱފب: દતا ୍଺ٞد ا݁ٷྱب آز݁ިن ྵี

دارد؟ وۏިد ً واڢأ؇ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ٞ܂ ᄊჳ ܔٷࡰࡲ ೑ಸ؇ٔ ሏᇧ ّިاَࡰࡲ آٞ؇

ሏᇧ ނިد: ᄊᄅًܹـ

اݿب؟ َ؇ᆙᆘܦ݆ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ᄊჳ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ሏᇧ ّިاࢾࣖ ؇ᆙᆍ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب آٞ؇

و ً؇ނڎ ݁ލ؇۱ڎه ڢ؇ًܭ آز݁ިن ٞ܂ اරජای ؇ً (اܳژ) ᄊჳ พฆྱا݁ٷ ඔඒّ݄ݯ ۱ݠ ሏᇧ آ࣎ࣖ: دݿب ً۬ ڢިی و ނܥڰب آور ཹྥچ༶۬ ای ً؇ނڎ، ݁ٷࠕࠨ ༂ੳ؇ى ா஫ا
آن ۱؇ از ٞ܂ ۱ݠ ༟ܹچ۬ ݁ިڣݑ ᘣᄩᄥᆇᅵ ٞ܂ اݿب. ߓߵڢݠار ً واڢأ؇ ނިد، ۬༶ཹྥچ ۬ ݿ؇ز ނྟچ وۏިد از اਊು؇ت ࢹࣕߦߵ ۬ ޗިر ً ڢިا༟ڎ، ঺ছ؇ب ᆇᆅ؇ن درون (ب)

اݿب. ݁ޝߜߵ ݬڰݠ داฺྸ در «݁ޝߜߵ» ෛຳݷ દતا ࢾࣖارد. وۏިد ܔިّ؇ه اًޚ؇ل آن و ሏᇧ ނڎ، ਊಾڎٞܭ ᆇᅚލڎه ܔިّ؇هِ اًޚ؇ل ᆇᆅ؇ن ً۬ ۊިدش
اݿب: ඔඒۚٷ ๱ངఈ႙ၖ ّݯ؇د ྵี

دارد. وۏިد ۬ ݿ؇ز ނྟچ ٞ܂ ۚިن ݆ اࢾࣖ ا݁ اਊು؇ت ۱؇ ۰୹ည࿇׷ٳ: ۝ءۑ ༩ණدا
۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ۚިن ሏᇧ ނިࢾࣖ ّܹࠔࠨ ا݆݁ اਊು؇ت ۱؇ ݁ލ؇۱ڎه، ڢ؇ًܭ พฆྱا݁ٷ آز݁ިن ۱؇ی ߓߵای ڄܙدل: ۰ץٳ ּٝ ڲ܎ݍݦ ۝ءۑ ༩ණدا

اݿب. َ؇ᆙᆘܦ݆ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ
ނܦފྥٷڎ: را ఈ႙ၖݿچ܂ ᘣ۬ ༱૭૙ ᄊჳ ܔٷڎ ۋڰޓ را ሏᆦ߯ ای وߦ ݿ۬ ሏᇧ د۱ڎ ا༥؇زه ᄩᄟ؇݁گ ً۬ ଩ଜَ ًިدن ݪأچژ ߙߵ ඔඒᆇᆅ اݿب. ݪأچژ ߙߵ دوم اد༟؇ی

Ⴄၖ݁ܭ. พฆدرݿ و راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ਜಶ؇م، ٞ܂

اݿب ೞೋ؇༚ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ஓ஁޳ ّިاਜ಻ڎ ༥ڎ࣎ࣖ: آز݁ިن
ሏᇧ د۱ڎ. ଫଜّ؞چ را ߑߵݿݷ Ilango آرام ݿ؇زی

ሏᇧ ߑߵݿڎ: ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ

دارد؟ وۏިد ۬ ݿ؇ز ނྟچ ٞ܂ آٞ؇

ሏᇧ ߑߵݿڎ: ݪأچژ ߙߵ ଩ଜ༰ی ݁ޝߜߵ ݬڰݠ داฺྸ

ࢾࣖارد؟ وۏިد ۬ ݿ؇زی ނྟچ ۱چۉ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ሏᇧ ّިاࢾࣖ ؇ᆙᆍ ᘣب ނڎه؇౪౜రا ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب آٞ؇

ً واڢأ؇ واڢؕ در ۬ ݿ؇ز ނྟچ ሏᇧ ܔٷڎ: ሏᆦࣖ زࢾ ࿾ேچص พฆوݪأچ در ݿ؇ۊب اݿب. ඔඒᆇᆅ ஼஬ਵਦی ᘣا࣎ࣖه ا݁؇ ߓߵݿڎ، َޙݠ ً۬ พฃڣ ڣݠار ٞ܂ اݿب ᆙᆘܦ݆ દતا
ா஫ا ܔٷڎ. ೑ಸ؇ٔ را ਊ಻ިدฺྸ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ா஬ده ا࣎ࣖ ೑ಸ؇ٔ ᄊჳ ڢިا༟ڎی ঺ছ؇ب ا݁؇ — اݿب ༃ຝ๤ཛྷ ً؇ره દતا در ᄩᄟ؇݁گ — ࠯ࡇارد وۏިد

ሏᇧ ܔٷڎ. رڣٺ؇ر ݬڰݠ داฺྸ ݁؇਍಻ڎ ᆇᆅ۫ٷ؇ن ਜಶ؇݁ڎ۱؇ ᆇᆅ؇ن ߓߵای ݿ؇݁؇َ۬ ً؇ނڎ، داނٺ۬ ਜ಻؇ز ሏᇿ؇اًޚ ඔඒۚٷ ً۬ اݿب ܾዛᔻ ߓߵاਐೋ؇ن ᄊჳ ࢻࣖی ਜಶ؇݁ڎ ۱ݠ
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ٞ܂ ሏᇧ آ࣎ࣖ. اਊು؇ت ᘣ۬ ٞ َޙݠ از ਜಶިࢾࣖ ሏᇧ ܔٷڎ». ا݆݁ را رႤႅَਲ਼ਦری «ܓިدل اد༟؇ی ؇ً َ۬ و ،ඔඒߙ߳ف ۬ ؜ٷިان ً َ۬ ሏᇧ ނިد. وارد ܓިدل ᄊჳ ا౯ౙీ؇ݿب
؇ً را ਵਦًިޗ۬ َިع از ሏᇿި݁ڣݠ ਐಸިاࢾࣖ ڢިا༟ڎی ঺ছ؇ب ۱ݠ ۱ݠႤၕه ً؇ނڎ: ᆙᆘܦ݆ ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ દતଫଐዛኞ دڢچݑ ሏᇓ؇݁أٷ ً۬ ா஫ا ሏᇧ ނިد َ؇݁چڎه ቌሏ׷רٝ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب
۱۹۸۹ ݿ؇ل در Pudlák و Krajíček ܔٷڎ. رد ًܹٷڎߙߵ ۚٷڎᄩᄥᆇᅹ ای ଫ଒ڎاܔ༡ ሏᇆ؇ਊುا ؇ً را آن ਐಸިاࢾࣖ ଩ଜَ ዛኞچٷ۬ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ܔٷڎ، رد ܔިّ؇ه ሏᇆ؇ਊುا
๱ཟًأ ᄊჳ دارد وۏިد د଺୍ٞی ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ܔٷچڎ، ೑ಸ؇ٔ ᄊჳ را ڢިا༟ڎی ঺ছ؇ب ۱ݠ ࠯ࡇارد: وـܙد ٝ ای ቌሏ׷ר اոॻలت ᖔٝ ֿոڲո۰ ٢׷غ ᄊჳ زدࢾࣖ ༡ڎس
ۊ૰૩ި؇وࢾࣖ و اݿب اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ در ஼஬ਵਦی ً؇ز ༡ڎس ۱؇ی از ௤௕ٞ દતا ሏᇧ ܔٷڎ. اਊು؇ت ඹජި݁ߙߵ ૭૖چ؇ر را درݿب ஼஫اره ۱؇ی ༠؇َިاده ۱؇ی
ࢾࣖارࢾࣖ ܔިّ؇ه اਊು؇ت ؇ᆙᆍ ᘣب ނڎه؇౪౜రا ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب در درݿب ஼஫اره ۱؇ی ๱ཟًأ ሏᇧ ނިد: ො੼ފިب ܓިدل َ؇ஓ஄؇݁چب ᘣ۬ ڢݯچ ౨ఫ౺چڎො੼ ሏᆦިر و ො੼ڎود

ᄔჲ ሏᇧارد. ሏᇬ؇ً ܔިّ؇ه اਊು؇ت ࢻࣖون را ܔިّ؇ه ۋگچگب ۱؇ی ሏᇕߓߵ ೑ಸ؇ٔ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ۱ݠ ۚިن ᄊᄅًܹـ اਊು؇ت َ؇ࢹࣕߦߵࢾࣖ، ً ৖৑ިاݬ ۚިن َ۬ —
رႤႅَਲ਼ਦراَ۬ ᘣاݿٺڰ؇ده ۱ٷႤႅم ᄊჳ often، infinitely ؇ٞ ً؇ر» ೑ೋ؇ዛኡ ሏᇀ» َިع از ڢިی ߙߵ ሏᆧࣖ اࢾ ༱૭૙۬ ای (در ሏᇧ ܔٷڎ ڣݠض را ༡ڎس દતا ᄩᄟ؇݁گ
ڣݠ݁ިل ۱؇ از دᄩᄟ؇ਊ಻ ای ڢިا༟ڎی ঺ছ؇ب ۱ݠ ߓߵای اݿب: గఒ݁ިس Pudlák، و Krajíček از ۬ ای ڢݯچ ޗٴݑ ༡؇ݬܭ، اݿب). ݁ٺڎاول ༡ڎس ۱؇ از
Ⴄၖرآ݁ڎ ٞࡤࡲ اܳـܥިر ٞ܂ ᄊᄅ਍ೋا ܾ ߙߵ ዛᔻ و — ܔٷڎ رد ܔިّ؇ه اਊು؇ت ۱؇ی ؇ً را آن ۱؇ ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ا݁؇ ارݪ؇َ؇ࢹࣕߦߵࢾࣖ، ً واڢأ؇ ᄊჳ دارد وۏިد
واڢ௤ਤ ای ٞࡤࡲ اܳـܥިر ً۬ وۏިدی ً ๤ཛྷڣ؇ اد༟؇ی ٞ܂ از را ا࣎ࣖه ႟ၖ (unfiormity)، พฆٞܦٷިاۊ พฃٞأ ،රඝآ ሏᆦ߯ وߦ ܔٷڎ. ّިܳچڎ را آن ۱؇ ሏᇧ ّިاࢾࣖ

۱چۉ. از َ۬ ሏᇧ آ਍ೋڎ، ଫଜًون ّިܳچڎ ۊޔ از D ޗأ݄۬ ۱؇ی ܔٷڎ: اරජا ሏᇧ ّިاࢾࣖ آܳྱݴ ᄊჳ ሏᇧ ܔٷڎ ਊಾڎٞܭ
.ቕቓଫଜًܥ Ⴄၖر ً۬ را اਊು؇ت ّިان ᆇᅛٴިد ඔඒᆇᆅ ᄊჳ اݿب દતا رႤႅَਲ਼ਦراَ۬ රඞܔب

اݿب Ⴄၖری ۬༰ ا෠ຶ؇م ༡؇ل در ݿ؇ۊب
اݿب. ඔඒۚٷ ᄩᄟ؇݁گ ݿ؇ۊب উ႓ၖ ႟ႆނ

ً واڢأ؇ ᄊჳ دارد وۏިد ڣݠ݁ިل ۱؇ از Ⴄၖرآ݁ڎ ّިܳچڎ ڢ؇ًܹچب ؇ً دᄩᄟ؇ਊ಻ ای اਊು؇ت، ሏᆦچڎ౺౨ఫ ڣݠض ොູب ZFC. ً ఈః݁ټ — ܔٷچڎ ೑ಸ؇ٔ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ٞ܂
ࢾࣖارد. آن ۱؇ ارݪ؇َ؇ࢹࣕߦߵی ߓߵای ሏሃ؇ّިܔ اਊು؇ت ۱چۉ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ا݁؇ ارݪ؇َ؇ࢹࣕߦߵࢾࣖ،

૭૖؇ز࣎ࣖ: ႟ႆނ દતا ؇ً ሏᇧ؇ਜಶ ّ܂ اਊು؇ت ٞ܂ ৖৑؇༡

اݿب. ارݪ؇ࢹࣕߦߵ وߦ߯ه ෛ஖ب ڣݠ݁ިل દતا ؇ٞ اݿب، ارݪ؇ࢹࣕߦߵ ௤ਤواڢ ᘣاره஼஫ ؇ٞ

௤ਤواڢ ᘣاره஼஫ พฃٞأ ᆇᆅ۫ٷ؇ن ਜಶ؇م ނڎن ࢹࣕߦߵڣٺ۬ ً؇ނڎ، داނٺ۬ Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ દતزߦߵ اਊು؇ت ඔඒނ؇݁ ா஫ا દતߓߵا؇਍ಸ ཹྱފب. ارݪ؇ࢹࣕߦߵ وߦ߯ه ෛ஖ب ڣݠ݁ިل
ሏᇧ د۱ڎ. را Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ દતا اݿب. درݿب

ࢻࣖون اਊು؇ت ۱؇ ۬ ݿ؇زی ނྟچ ߓߵای ሏᇧ ّިا૭૙ب آن ނ؇۱ڎ آن وڢب ًިد. ارݪ؇ࢹࣕߦߵ وߦ߯ه ෛ஖ب ڣݠ݁ިل ܔٷچڎ ّݱިر ݬڰݠ، داฺྸ ނྟچ۬ ا݁ٷྱب ߓߵای ا݁؇
દતߓߵا؇਍ಸ ܔٷڎ. ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً را દતا ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ا݁؇ — ཹྱފب ارݪ؇ࢹࣕߦߵ واڢأچب در ڣݠ݁ިل ނިد. اݿٺڰ؇ده ௤ਤواڢ ނ؇۱ڎ ඔආ૭૙دا

اݿب. َ؇ᆙᆘܦ݆ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ
راز ݁ލ؇۱ڎه، ڢ؇ًܭ พฆྱا݁ٷ آز݁ިن ۱؇ی از ሏᆦߓ߳ر ᘣ۬ ޗٴگ ߓߵای ஓ஁޳ ܔٷڎ. ዛዊᚱ؇ن ఈ႙ၖݿچ܂ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ٞ܂ ّިܳچڎ ؇ً را راز ݿ؇݁؇َ۬ ৖৑ިܳݿب. ᆇᆅ؇ن દતا

ሏᇧ ܔٷڎ. ዛዊᚱ؇ن ۬ ݿ؇ز ނྟچ ؗچྟب ா஬دن ሏሃܓިا در ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ሏᇃّިا؇َ ૰૔ب را

دارد ሏᇓ؇༟اد ۬༰ ᄩᄟ؇݁گ
اݿب: દતا ۬ ای ۱ފٺ ᘣ۬ ༶ཹྥچ دارد. ۬ٞ৖৑ ۚٷڎ উॻاݬ ᘣ۬ ڢݯچ

witness (non-interactive ٢ո۳׿ ո଄૵ݗݤոֿࠪࡆݗݦی ոּ ոׂ֔જઍ຋ڲࣺ࣬ اոॻలت ո٢ی وۏިد — رႤႅَਲ਼ਦری اݿٺ؇ࢾࣖارد ڣݠض ٞ܂ ොູب
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ොູب و — ሏᇧ ނިࢾࣖ ۬༶ཹྥچ ۬ ނڎه ނٷ؇ۊٺ ݁ڰݠوݪ؇ت ᘣ۬ ૭૖ٺ ۚٷڎ از ᄊჳ ݁ޚ؇ܳأ۬ ނڎه ሏᇀިۊ ۬ ً ሏᇓ؇اނچ ،proofs) indistinguishable
ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ا౪౜ర؇ب ۱ݠ ߓߵای ᄩᄟ؇݁گ ࠯ࡇارد، وـܙد often) infinitely ᖔٝ ຢਫ਼੊ (در ٝ ای ቌሏ׷ר اոॻలت ᖔٝ ֿոڲո۰ ٢׷غ ᄊჳ اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ ༡ڎس
ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ᆇᆅ؇ن ً۬ ૭૙ྟب ᄊჳ ሏᇧ ݿ؇زد راه اࢾࣖازی ࢻࣖون و ပ࿇ڲڞ ඏ൷۰در ؇ً NP/SAT ߓߵای ሏᇧ؇ਜಶ ّ܂ ᘣܔٷٷڎه ๱ངوار و اਊು؇ت ܔٷٷڎه ٞ܂
ܳٴ؇س ۱؇ی از ௤௕ٞ Ⴄႅ݁-ݿިدوܔި ݁أ݄؇ݿب؛ ނྟچ۬ ݁ފ؇فܭ ߓߵای اݿٺ؇ࢾࣖارد ෛ஖ب» ݁ލଫଐک «ෛ੼ݠج ᆇᆅ؇ن (NP/SAT اݿب. ݁ޝߜߵ ݬڰݠ داฺྸ

اݿب.) آن
P ّݱ؇دሏᇭ ݿ؇زی ༡ڍف ً؇ور ሏᇧ اڣݞا࣎ࣖ: ୍଺ٞد اݿٺ؇ࢾࣖارد ڣݠض ٞ܂ ᄩᄟ؇݁گ اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ، พฆྱا݁ٷ ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ ۋڰޓ ᘣدرً؇ره ܓފଫଐده ߙߵ اد༟؇ی ߓߵای

ஓ஁޳ د۱ڎ). ٞࡤࡲ ۱؇ اܳـܥިر ً۬ ۬ ای اݪ؇ڣ ๤ཚوری ڢڎرت ۱چۉ ًިدن ሏᇭّݱ؇د พฃٞأ ً ؇ਊೋّگݠ) BPP =
:ቕቓارᄔᄄً ষছ؇ر را ڢݯچ۬ زً؇ن ா஫ا

اݿب. ਜಶ؇م ٞ܂ اਊು؇ت •
ࢾࣖارد. وۏިد ا؜ٺ݄؇دی ݁ިرد راه اࢾࣖازی ۱چۉ •

ཹྱފྥٷڎ. اਊು؇ت ڢ؇ًܭ َ؇درݿب ஼஫اره ۱؇ی •
ࢾࣖارد. ۬ ݿ؇ز ނྟچ — ཹྱފب ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ اਊು؇ت ܔٷٷڎه •

آ࣎ࣖ. دݿب ً۬ ො੼چޔ દતا در ሏᇧ ّިاࢾࣖ ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ از ً؇زی ߓߵ พฃྥ݁ٴ و اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ พِฆྱا݁ٷ ਜಶ؇݁ڎ ۱ݠ ا݁؇ •

พฆྱا݁ٷ ٞژ ۱؇ی ّأݠ از ૭૖چ؇ری ா஬د. آز݁؇๊ྸ ً؇زی ٞ܂ در ዛᔻ؇ۏܾ ٞ܂ اරජای ؇ً ሏᇧ ّިان را พฆྱا݁ٷ ނܦފب พฃٞأ اݿب. ܾዛᔻ «اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ»
در ؇ٞ ܔٷڎ ሏᇀ؇ٞ ً؇ز را ނ؇۱ڎ ܔٷڎ، وارون را ௤ਤً؇ّ د۱ڎ، ૰૜ۛچݧ ܾ۱ از را ඔආ݁ਲ਼ਦر دو ሏᇧ ّިاࢾࣖ ዛᔻ؇ۏܾ آٞ؇ دارࢾࣖ: উ႓ႆނ ඔඒۚٷ رႤႅَਲ਼ਦری
وا༡ڎ ᘣت ܔٷٷڎه؇ਊುا ٞ܂ ඔආداނ ً ৖৑؇݄اۋٺ ሏᇧ د۱ڎ. اਊು؇ت ܔٷٷڎه ٞ܂ ،௤௕ٞ ௤௕ٞ اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ، ሏᆦ߯ وߦ ۱ݠ ߓߵای ڢݯچ۬ ނިد؟ ߓߵࢾࣖه ๱ཡۛ݁ލ آز݁؇๊ྸ
૰૙؇ن د଺୍ٞان ً۬ را اਊು؇ت ሏᇧ ّިاࢾࣖ («ً؇ب ෠੼ڎد ᘣاݿٺڰ؇ده ڢڎஓ஑ِ޳ ᘣᄩᄥᆇᅵ — اݿب َ؇ᆙᆘܦ݆ ً؇ނڎ داނٺ۬ ܾ ز݁؇ن ۱ را اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ ᘣ۬ ᆇᆅ ᄊჳ
وا༡ڎ ᘣت ܔٷٷڎه؇ਊುا ًٞ܂ ৖৑؇݄اۋٺ ᄊჳ اݿب દતا ᄩᄟ؇݁گ ུྱލዛዊ؇د ሏᇧ ۊިرد. ًނܦފب واڢأ؇ ؇౯ౙీا در و اݿب اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ ሏᆦ߯ وߦ ٞ܂ ۊިدش د۱ڎ»)
۬ ای ڢݯچ ෛຳݷ آن ا݁؇ د۱ڎ، ىިނݷ را — ሏᇧ ނިࢾࣖ ޖ؇۱ݠ رႤႅَਲ਼ਦری ᆇᅦܭ در ً واڢأ؇ ᄊჳ ሏᇓ؇۱ آن — ௤ਤޗٴچ ِ اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ ᘣ۬ ᆇᆅ ሏᇧ ّިاࢾࣖ
َ۬ اݿب، ݁ލ؇۱ڎه ڢ؇ًܭ ނܦފب ۱؇ی ۬༥ި݁ٺ ඔඒّ݄ݯ دارد. ّܦچ۬ ༃ຝ๤ཛྷ ༡ڎس ٞ܂ ᘣوهఈః༟ ۬ ً «௤ਤޗٴچ» ଫଜ༚رᆙᆊ޳ ݁ڰ۳ިم ߓߵ ᄊჳ اݿب ๤ཇޗ޳

.௤௔َ؇݁ݠො੼ از ۬ ݿ؇زی ො੼ިر ނྟچ ؇ٞ ڣܹފࠕࠨ ݁أٷ؇ی ۱ݠ
ᘣت ܔٷٷڎه؇ਊುا ؇ً hiding) (witness ٢ո۳׿ ոቌሻᘢن ո۰زی উِॻ݁؇ّأଫଜ༚ اਊು؇ت ۱؇ی ඔඒފٺෛຶ ݿ؇ۊب دارد: ߓߵدن َ؇م ارزش గఒ݁ިس ሏᇼڣݠ ᘣ۬ ༶ཹྥچ ٞ܂
ࢻࣖون و ّأ؇݁ܭ ࢻࣖون ஓ஁޳ ܔٷڎ»، ᆇᅛ܂ راه ༡ܭ آن ඔආڣ؇ٞ ߓߵای ؇ᆙᆍ ً۬ ݁أ݄؇ ٞ܂ راه ༡ܭ ඔආداނ «اਊು؇تِ — ሏᇧ د۱ڎ دݿب ً۬ را ٞܦٷިاۊب

ًިد. ா஬ده ݁گ؇و݁ب ݿ؇ۊب ߓߵاߓߵ در د۱۬ ۱؇ ۬ اش ݁ٺިاݪأ؇َ ޖ؇۱ݠ وۏިد ؇ً ᄊჳ พ෶ྱނ — راه اࢾࣖازی

ஓ஁޳ ܓި࣎ࣖ ۬༰ ۬༶ཹྥچ દતا
ሏᇧ دارد. ᄊᄄَ ݬ؇دق را ඔආ݁ ᄊჳ اݿب ๱དྷෛຳ દતا

ሏᇧ زࢾࣖ. دور آن ۱؇ از ٞژ ّأݠ ଫଜّ؞چ ؇ً ݿ؇ۊب ًިدࢾࣖ. اނྥٴ؇ه اႤႆ݁ن ༟ڎم ڢڎஓ஑޳ ۬ ۱؇ی ڢݯچ ଄૲ܤ ڄܙ࠿ࡇ
ᘣت ܔٷٷڎه؇ਊುا ሏᇧ ܓި࣎ࣖ ً ؇ොໆ๤ཛྷ ᄩᄟ؇݁گ ஓ஁޳ ܔٷڎ. اراف۬ Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ و راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ّأ؇݁ܭ، ࢻࣖون ؇ً ۰୹ည࿇׷ٳ و ᆀᅰڲ֔ڵܙ ۝ءۑ ༩ණدا

ࢾࣖارد. ۬ ݿ؇ز ނྟچ ۬ ނڎه ݿ؇ۊٺ
ᄩᄟ؇݁گ ނިد؛ داده ૰૙؇ن د଺୍ٞی ڣݠد ً۬ ሏᇧ ّިاࢾࣖ ᆇᆅ۫ٷ؇ن ሏᇧ؇ਜಶ ّ܂ اਊು؇ت ٞ܂ ா஬د. اݿٺڰ؇ده دوً؇ره ஓ஁޳ ّިان را اਊು؇ت ᄊჳ ༢໪ۻ֙ ոڲ֔ר ਗਕا ּٝ
೑ೋڎودො੼ ඔඒᆇᆅ ଩ଜَ ا؜ٺ݄؇د ݁ިرد راه اࢾࣖازی ؇ً উॻ݁؇ّأଫଜ༚ ݬڰݠ (داฺྸ ஓ஁޳ ܔٷڎ. ۋڰޓ را (deniability) اႤႆَر اႤႆ݁ن ༥ྡྷݴ از ሏᇓ؇۱ ሏᆦ߯ وߦ

دارد.) را
݁ڰݠوݪ؇ت ً۬ ۬༶ཹྥچ اݿب. رႤႅَਲ਼ਦری ሏᇃ؇݁ٴ و ሏᆦچڎ౺౨ఫ ᘣ۬ ٞ َޙݠ દતا ۱ފٺࡰࡲ. ۬ رو روً اݿٺگݠار ᘣآ݁؇ده و উॻᆇᅦ ႟ႆّߑߵو ٞ܂ ؇ً ᄊჳ ༢໪ۻ֙ ոڲ֔ר ਗਕا ּٝ
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اݿب. ᆙᆘܦ݆ اݬܭ در ᄊჳ اݿب ଩ଜ༰ی ᘣدرً؇ره ݿ؇ۊب و اݿب وا૭૖ٺ۬ رႤႅَਲ਼ਦری و اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ از ሏᆦߓ߳ر
ᆇᆅٺ؇۱؇ی و ዛኞچٷ۬ اਊು؇ت ۬ ۱؇ی ݿ؇݁؇َ اਊು؇ت، ۬ ۱؇ی ݿ؇݁؇َ از ܓިدل ؇ً ਜಶިࢾࣖ ଄૲ܤ څר׿. ॻయ׿׏ڞ ඏ൷༢اڲר ᆀᅄدوոຖ primitive ׏ٳ ּٝ را ڄܙدل
঺ছ؇ب ٞ܂ ா஫ا اݿب: દતا ᄊᄅًܹـ ሏᇧ ܔٷڎ». ො੼؇ڣޙب ᄔჲرواژه ّ؇ن از «َ؇ஓ஄؇݁چب ᄊჳ ཹྱފب દતا اݿٺڰ؇ده ڢ؇ًܭ ዝཇިد ሏᇧ آ࣎ࣖ. َ؇ஓ஄؇݁چب ො੼ڎود
ا݁ٷྱب ٞژ ّأݠ ݿޚں در ሏᇧ ّިان را دارࢾࣖ ਜ಻؇ز ሏᇆ؇ਊುا ඔඒۚٷ ً۬ ᄊჳ ሏᇓ؇۱ ᄩᄥᆇᅵ اݿب، َ؇ᆙᆘܦ݆ ۬ ݿ؇ز ނྟچ ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ਐ಻ިاࢾࣖ ڢިا༟ڎ

ா஬د. ݁ފڎود

اݿب ༥؇ܳص රතا ۬ᆇᆅ દતا ؇ً
݁ފ؇فܭ ሏᇧ ނިࢾࣖ. ݁ڰچڎ RSA ݿٴ܂ ݁ڰݠوݪ؇ت ྵี اݿب، ෛ஖ب اول ؜ިا݁ܭ ً۬ ۬ٞ ෠ູݞ ሏᇧ ܔٷڎ. ਊಾڎٞܭ พฃஓ஑ا ً۬ را พฆෛ஖ ا༚ܹص رႤႅَਲ਼ਦری
ٞ܂ ᄊᄅ਍ೋا «اਊು؇ت ᄊᄅًܹـ اݿب»، دނިار راز ᘣ۬ «ො੼؇ݿٴ َ۬ اݿب: ࿾ேچص ߙߵ พฆෛ஖ ؇౯ౙీا ሏᇧ ނިد. ݁ڰچڎ ނٴᄊᄅ ای رႤႅَਲ਼ਦری ྵี ෛ஖ب اࢾࣖ، ނٴᄊᄅ ای

اݿب». دނިار ً؇ނڎ داނٺ۬ وۏިد ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ༠؇ص ሏᇆ؇ਊುا ๱ཇء
اႤႆ݁ن ༟ڎم ሏᇧ ܔٷڎ. رڣٺ؇ر رႤႅَਲ਼ਦراَ۬ ݁ٷ؇ًؕ ݁؇਍಻ڎ ً ؇ਊೋّگݠ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ۱؇ی و ۬༟ި݁ިݪ اݬިل ؇ً ሏᇧ ܔٷڎ. َ؇݁أ݄ިل را ᄩᄟ؇݁گ ᄊჳ اݿب ඔඒᆇᆅ
۬ ݿ؇ز ނྟچ ᄔჲ ሏᇧارد: اਊು؇ت ᘣ۬ ٞ َޙݠ از ߑߵده ای ૰૔ب را ོྡྷݷ દતا Ilango රඞܔب دارد. وۏިد ོྡྷݷ ۬ ݿ؇زی ނྟچ و พฆدرݿ ݁چ؇ن ሏᇧ ܓި࣎ࣖ ݁أ݄ިل

ܔٷڎ. آނႤႆر را ؗچྟب દતا Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ رᆙᆊ޳ ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ ا݁؇ اݿب، ೞೋ؇༚
ً ݁ފٺگچ݄؇ ቕሡ دݿب ً ৖৑؇݄اۋٺ ா஫ڣب. ۊިا۱ڎ را اਵਦوز ݬڰݠ داฺྸ ۬ ۱؇ی ݿ؇݁؇َ ༥؇ی Ⴄၖر દતا ᄊჳ ཹྱފب દતا ނܥڰب آور ෛຳݷ ۊިا਍಻ڎه، ߓߵای
دٞިار، ۬ ؜ٷިان ً ڣگޔ َ۬ ނިد: اݿٺڰ؇ده ݿ؇زࢾࣖه ႟ႆނ ً۬ ሏᇧ ّިاࢾࣖ ๱ཚ؇ٞ ر ݁ٷޚݑ در ೑ೋڎودො੼ ٞ܂ ᄊჳ اݿب દતا พฆނܥڰ ா஬د. ෛຶިا۱ڎ ඔඒۚٷ

ىިނݷ. ሏᇼިَ ۬ ؜ٷިان ً ᄊᄅًܹـ

اݿب؟ ۚگڎر ނިا۱ڎ ڢڎرت
๱๑๊؇݁آز آٞ؇ ᄊჳ ཹྱފب દતا ߑߵݿݷ دارد. ๱ང؇ނٷଫଐ༠ا ؇ٞ ๱ང؇ب ނٷ૭૩ز ᘣᄩᄟ؇݁گ از ݁ٺڰ؇وت ሏᇓ؇݁أٷ «ނިا۱ڎ» ྵี اݿب، ۬ ො੼ިر ڢݯچ ᘣᄩᄟ؇݁گ ٞ܂ દતا

ሏᇧ ܔٷٷڎ. ሏᇃ؇ྥچٴ૰૔ ؇༟اد از اਊು؇ت ᘣهଫଜ᛻෠ຶز و ݁ڰݠوݪ؇ت ٞژ ۱؇، ّأݠ آٞ؇ ᄊჳ اݿب દતا ߑߵݿݷ اݿب. ނڎه ଻୍ّار
ނ؇۱ڎ ஓ஄؇ߦَ߳؇ࢹࣕߦߵی ؇ً উॻ݁؇ّأଫଜ༚ اਊು؇ت ۱؇ی ཹྱފྥٷڎ. ๤ང๤ངی ݁ڰݠوݪ؇ت દતا اݿب. ނڰ؇ف ྸ฽؇݁ڰݠوݪ ᘣدرً؇ره ᄩᄟ؇݁گ و اݿب رᆙᆊ޳ اਊು؇ت
༡ڎس ٞ܂ ዛኞچٷ۬ اਊು؇ت ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ ਊ಻ިد ༡ڎس ሏᇧ ނިࢾࣖ. ۬༶ཹྥچ ོྦྷٴྱب ނڎه ݁ڰݠوݪ؇ت ᘣ۬ ༟ިᆇ୞୘ ۚٷڎ از و رႤႅَਲ਼ਦری اࢾࣖ در اݿٺ؇ࢾࣖاردی اނچ؇ی
ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ ܓފଫଐده ߙߵِ ᘣ۬ ڢݯچ ߓߵای ڣگޔ ᄊჳ اݿب ّݱ؇دሏᇭ ݿ؇زی ༡ڍف ᘣدرً؇ره اݿٺ؇ࢾࣖارد ً؇ور ٞ܂ BPP = P اݿب. اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ در ஼஬ਵਦی

ሏᇧ ނިد. اݿٺڰ؇ده اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ
ሏᇧ د۱ڎ ૰૙؇ن ᄊჳ ሏᇧ ܔٷڎ اਊು؇ت را ݁أܦިس ۏ۳ب ٞ܂ دࠍ੅ިاه: พฆ૭૖دار َ۬ درݿب اࢾࣖ، ᘣ۬ ਍ೋ۱ݞ ݁ڰݠوݪ؇ت દતا ሏᇧ ܔٷڎ اݿٺڎ৖৑ل ඔඒ۫ٷᆇᆅ ᄩᄟ؇݁گ
داނٺ۬ وۏިد ނ؇۱ڎ ஓ஄؇ߦَ߳؇ࢹࣕߦߵی ؇ً উॻ݁؇ّأଫଜ༚ اਊು؇ت ۱؇ی ࣖ࣎؇ً ً؇ނٷڎ، داނٺ۬ وۏިد َިع દતا از ሏᇓ؇۱ ًݿ؇ۊب ৖৑ިاݬ ா஫ا — ๤ཚًوری اࢾࣖ اݿ؇ݿ؇ آن ۱؇
«ߓߵد-ߓߵد» ݁ڰݠوݪ؇ت ،દતا ߓߵ اڣݞون ً؇ނڎ. داނٺ۬ وۏިد ࣖ࣎؇ਊ಻ ۬ ای ዛኞچٷ اਊು؇ت ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ ۱چۉ اݿٺ؇ࢾࣖارد) ᘣ۬ ٞ܂ ޗݠڣ ّިاًؕ وۏިد ڣݠض ؇ً) و ً؇ނٷڎ

ًިد. ۊިا۱ڎ ሏᆦچڎ౺౨ఫ ᘣ۬ ٞ َޙݠ ؇ٞ رႤႅَਲ਼ਦری اਊು؇ت، ሏᆦچڎ౺౨ఫ در ߓ߳رگ ܔލࠕࠨ ۬ ۊިدی ۊިد ً آن ۱؇ از ٞ܂ ۱ݠ رد ۱ފྥٷڎ:
ா஫ا พฆۋ و ሏᇧ ܔٷڎ. ଫଜّ؞چ ڢݯچ۬ ଫଜّڰފ ෛຳިرࢾࣖ، ނܦފب ݁ڰݠوݪ؇ت દતا ா஫ا اݿب. ๤ཇޗ޳ ଩ଜَ آن ً۬ ا؜ٺ݄؇د اݿب، ๤ཇޗ޳ ۬༶ཹྥچ ۚިن ا݁؇

اݿب. ᄩᄟ؇݁گ ሏᇆ؇ਊುا ۬ ٞ َޙݠ و آرام ނڎه ᘣ۬ ༱૭૙ ཹྱފب؛ Ⴄၖ݁ܭ ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ ඔඒّ݄ݯ ً؇ނٷڎ، ߓߵڢݠار ݁ڰݠوݪ؇ت
ً۬ ݁ٺިݿޔ ا؜ٺ݄؇د ሏᇧ ܔٷڎ؛ ߓߵڢݠار ݁ྡྷފܾ۠ ๤ཇޗِ޳ اႤႆ݁ن ࢹࣕߦߵی ᘣ۬ ༶ཹྥچ ٞ܂ ᄩᄟ؇݁گ ᄊᄅ਍ೋا ً۬ ৖৑؇ً ا؜ٺ݄؇د اݿب: ඔඒۚٷ ݁ٷ؇ݿص ا؜ٺ݄؇د ݿޚں ྵี

ڣިری. উॻᆇᅦ ਜಶ؇݁ڎ ۱ݠ ً۬ ඔඒٞ؇ى ا؜ٺ݄؇د و ሏᇧ ܔٷٷڎ؛ ّިݬچژ را ؇݁ ௤ਤواڢ رႤႅَਲ਼ਦری ۏ۳؇ن ྸ฽؇݁ڰݠوݪ ᄊᄅ਍ೋا
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اݿب ܾዛᔻ රතا
ً؇ނڎ. ૭૖ٺ۬ ًިد ڢݠار ᄊჳ ሏᇧ ܔٷڎ ً؇ز را ݁ފଫଜی ᄩᄟ؇݁گ

ᘣᄩᄟ؇݁گ ً؇ނڎ. داނٺ۬ Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ و ނިد ؇༥ ਜಶ؇م ٞ܂ در ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ راه اࢾࣖازی ࢻࣖون Ⴄၖ݁ܭ ݬڰݠ داฺྸ ሏᇧ ܓި࣎ࣖ: ఈ႙ၖݿچ܂ ᘣ۬ ٞ َޙݠ
଩ଜ༰ی ً۬ ا݁ٷྱب ٞژ ّأݠ د۱ࡰࡲ ا༥؇زه ா஫ا و ෛຳިا۱ࡰࡲ، ྸ اࢾࣖ آز݁؇๊ ڢ؇ًܭ พฆྱا݁ٷ ً؇زی ۱؇ی در ᄊჳ را ݬڰݠ داฺྸ ਜಶ؇݁ڎ۱؇ی ா஫ا ሏᇧ ܓި࣎ࣖ: Ilango
ٞ܂ ؇ً — ா஬د ሏᇀ؇ٞ ً؇ز ሏᇧ ّިان را ݁ڰچڎ رڣٺ؇ر از ሏᆦߓ߳ر ෛຳݷ ܔٷڎ، رد Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ ؇ٞ ሏᇧ ّިاࢾࣖ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ٞ܂ ᄊჳ ً؇ނڎ وا૭૖ٺ۬

Ⴄၖ݁ܭ. พฆدرݿ ؇ً و راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ਜಶ؇م،
ଫଈًݿࡰࡲ ڣگޔ ᄊᄅ਍ೋا ۬ ༥؇ی ً اݿب. رႤႅَਲ਼ਦری ّݯඔඒ݄ ۱؇ی ً۬ ா஬دن ୍଻ڣ ߓߵای ሏᇆ݁ٺڰ؇و راه ཹྱފب. ٞژ ّأݠ در ܔިۚ܂ دݿٺႤႆری ٞ܂ દતا
آن از ࢻࣖاَࡰࡲ، ڣܹފࠕࠨ พฆᆇᅵاਲ਼ਦ را اਊು؇ت َ؇ࢹࣕߦߵی ᄊᄅ਍ೋا ۬ ༥؇ی ً ߓ߳ࢾࣖ. ষছ؇ر ሏᇧ ّިاࢾࣖ را ଩ଜ༰ی ۬༰ ؇ᆙᆍ ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب ଫଈًݿࡰࡲ دارد، وۏިد ଩ଜ༰ی ۬༰

ܔٷࡰࡲ. اݿٺڰ؇ده ݿ؇ۊٺ؇ر ۬ ؜ٷިان ً
۬ ޗިر ً ஓ஁޳ ّިاࢾࣖ «۱چۉ ܔݴ آن در ᄊჳ دارد وۏިد رᆙᆊ޳ ሏᇓ؇݁أٷ اܔٷިن ሏᇧ ܔٷڎ. ଫଜّ؞چ ሏᇧި۳݁ڰ ᘣ۬ َگލ ا݁؇ َܦٷڎ. ଫଜّ؞چ ڣݠدا ނ؇࣎ࣖ উॻᆇᅦ دਜ಻؇ی
଻୍َده ૰૙ب «راز از ᄊჳ را ً؇زی ߓߵ พฃྥ݁ٴ ۋڰ؇ޖب ۱؇ی از ૭૖چ؇ری ᄊჳ ً؇ނڎ ڢިی آن ڢڎر ሏᇧ ّިاࢾࣖ اݿب» ா஬ده ૰૙ب راز ܔٷڎ ೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ

ܔٷڎ. ሏᇀ؇ٞ ً؇ز ሏᇧ ۊިاݿٺࡰࡲ اݿب»
دارد. ༥؇ی ؜ٷިان در ܓިدل َ؇م دܳچܭ ඔඒᆇᆅ ً۬

଩ଜஓ஄ ᘣ۬ ఈః༠ݬ
ނ؇۱ڎ. ா஬دن آނႤႆر ࢻࣖون اݿب، درݿب ஼஫اره ٞ܂ ܔٷڎ ڢ؇َؕ را وار๱ང ܔٷٷڎه ሏᇧ د۱ٷڎ ا༥؇زه اਊು؇ت ܔٷٷڎه ً۬ ݬڰݠ داฺྸ اਊು؇ت ۱؇ی
Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ آن ߓߵای ஓ஁޳ ّިان و ா஬د ڣ๤དྷده ਜಶ؇م ٞ܂ در راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ஓ஁޳ ّިان را ݬڰݠ داฺྸ ሏᇧ ܓ਍ೋިڎ اႤႆ݁ن ༟ڎم ఈ႙ၖݿچ܂ ༇ຝ؇ਐ಻
ෛຳިا۱ڎ ᄊᄅ਍ೋا ۬ ༥؇ی ً ݁ޝߜߵ: ݬڰݠ داฺྸ ሏᇧ ܔٷڎ، ٞژ ّأݠ ݪأچژ ߙߵ ሏᇧި۳݁ڰ ஓ஁޳ ܔٷڎ. رد را اႤႆ݁ن ۱؇ ༟ڎم દતا Ilango Rahul ᘣᄩᄟ؇݁گ داނب.
೑ಸ؇ٔ Ⴄၖرآ݁ڎ ۬ ޗިر ً ਐ಻ިاࢾࣖ — ZFC ݁؇਍಻ڎ رᆙᆊ޳ ای ڢިا༟ڎ ঺ছ؇ب — ا౪౜ర؇ب ނڎه اਊು؇ت ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ ሏᇧ ۊިا۱ڎ ً؇ނڎ، داނٺ۬ وۏިد ً واڢأ؇ ۬ ݿ؇ز ނྟچ
(ਊ಻ިد اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ و ނ؇۱ڎ) ஓ஄؇ߦَ߳؇ࢹࣕߦߵی ؇ً উॻ݁؇ّأଫଜ༚ (اਊು؇ت ۱؇ی رႤႅَਲ਼ਦری ܾዛᔻ ݁ڰݠوݪ؇ت ොູب ࢾࣖارد. وۏިد ۬ ݿ؇زی ނྟچ ۱چۉ ᄊჳ ܔٷڎ
اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ ਜಶ؇݁ڎ۱؇ی ᄊჳ ሏᇧ ݿ؇زد Ⴄၖ݁ܭ พฆدرݿ ؇ً و راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ،ሏᇧ؇ਜಶ ّ܂ اਊು؇ت ܔٷٷڎه ۱؇ی NP/SAT ߓߵای ᄩᄟ؇݁گ ዛኞچٷ۬)، اਊು؇ت ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ
ىިނݷ را «௤ਤޗٴچ» ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ ඔඒۚٷ ᘣ۬ ᆇᆅ ᄊჳ وا༡ڎ ᘣت ܔٷٷڎه؇ਊುا ٞ܂ ሏᇧ آورࢾࣖ. دݿب ً۬ ሏᆦ߯ ۬ وߦ ً ሏᆦ߯ وߦ را ݬڰݠ داฺྸ ً؇زی ߓߵ พฃྥ݁ٴ و
اݿب، َ؇ᆙᆘܦ݆ ً ৖৑؇݄اۋٺ اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵ ሏᆦ߯ ۱؇ی وߦ ᘣ۬ ᆇᆅ ۬గၵၖ ௤ਤواڢ ݁أٷ؇ی ً۬ دادن ىިނݷ و — اݿب ๱ངڎ༡ ༡ڎی ؇ّ و ଫଐྲྀྱލ ّިݿأ۬ ای د۱ڎ
از اݿٺڰ؇ده ߓߵای ّ؇زه ای راه ا݁؇ ݁ފٺگݠނڎه، primitiveای َ۬ اݿب، ๤ཇޗ޳ و َޙݠی ۬༶ཹྥچ ෠੼ڎدࢾࣖ. ᘣاݿٺڰ؇ده ڢ؇ًܭ ᆇᆅ۫ٷ؇ن اਊು؇ت ۱؇ ۚިن

ሏᇧ د۱ڎ. ૰૙؇ن رႤႅَਲ਼ਦراَ۬ ௤ਤ݁ٷٴ ۬ ؜ٷިان ً ሏᇆ؇ਊುا ۬ ٞ َޙݠ اਊು؇ت َ؇ࢹࣕߦߵی

ሏᇀ ߑߵده ๱ངߓߵر
พฆدرݿ ؇ً و راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ،ሏᇧ؇ਜಶ ّ܂ اਊು؇ت ܔٷٷڎه ۱؇ی NP/SAT ߓߵای ሏᇧ ّިان ਜಸ؇ن ނڎه ݁ڰݠوݪ؇ت ොູب ᆀᅘ د٢׿: ո੡੊ن ચઍມی ٝມ ႚ႐ոڲؠ
ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ از ً؇زی ߓߵ พฃྥ݁ٴ اًޚ؇ل ࢹࣕߦߵِ ਜಶ؇݁ڎ ۱ݠ و ݁ޝߜߵࢾࣖ ݬڰݠ داฺྸ ا౪౜ర؇ب ނڎه اਊು؇ت ᘣ۬ ݿ؇݁؇َ ۱ݠ ً۬ ૭૙ྟب ᄊჳ ݿ؇ۊب Ⴄၖ݁ܭ

ሏᇧ آورࢾࣖ. دݿب ً۬ را
݁ڰݠوݪ؇ت ؇۱ દતا ً؇ނٷڎ. ߓߵڢݠار رႤႅَਲ਼ਦری و اਊು؇ت ሏᆦچڎ౺౨ఫ در ৖৑زم ݁ڰݠوݪ؇ت ᄊᄅ਍ೋا ੡੊׿ه: اոॻలت ؓ׷׿ ࠬࡇون ոاڲ ا۰֙ ৭്׫ڵڞ ચઍມی ٝມ

݁ڰݠوݪ؇ت اࢾࣖ. ᆇᆅ۫ٷ؇ن ا݁؇ — ۱ފྥٷڎ ଩ଜَ ๤ཚوری ሏᇭႤၖ اࢾࣖ، ᄊჳ ᆇᆅ؇ن ڢڎر ً اݿ؇ݿ؇ ሏᇧ د۱ڎ ૰૙؇ن ᄩᄟ؇݁گ و — ݁ޚ؇ܳأ۬ ނڎه اࢾࣖ ሏᇀިۊ ۬ ً و ༥ڎی
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اݿٺگݠار؛ ᘣآ݁؇ده و উॻᆇᅦ ۬ ای ݿ؇݁؇َ Ⴄၖ݁ܭ؛ พฆدرݿ و راه اࢾࣖازی ࢻࣖون ّأ؇݁ܭ، ࢻࣖون ؇ً ఈ႙ၖݿچ܂ ݬڰݠ داฺྸ ଄૲ܤ د٢׿: ո੡੊ن را ચઍມی ٝມ
ሏᇧ ܔٷڎ. ا݆݁ را رႤႅَਲ਼ਦری ሏᇓ؇ዛዊᚹ ۬ ً ܓިدل َ؇ஓ஄؇݁چب ᘣ۬ ڢݯچ ᄊᄅ਍ೋا ؇ٞ اਊು؇ت ۱؇؛ ෠੼ڎد ଫଜ༚ڢ؇ًܭ اݿٺڰ؇ده ًިدن ؇ٞ اႤႆَرࢹࣕߦߵی

ٞ܂ ً۬ ਵਦًިط اد༟؇۱؇ی اݿب؛ وا૭૖ٺ۬ ڣݠض ۚٷڎ ً۬ ۬༱૭૙ દતده ߙߵଫଐܓފ اݿب؛ ݬڰݠ داฺྸ آرام ݿ؇زی ٞ܂ ඔඒّ݄ݯ ا۝ࣺ࣬: ৭്׿ودూ఼ ո٢ی
اݿب. َޙݠی و ྲྀྡྷچ؇دی اول ᘣ۬ ༥در در ۬༶ཹྥچ و ਍಻؇݁ ሏᇧڎ؛ ๱ངڎ༡ ༡ڎی ؇ّ وا༡ڎ ۏ۳؇ن ᆙᆍިل ᘣت ܔٷٷڎه؇ਊುا

اݿب. ๤ཇޗ޳ و َޙݠی ܾዛᔻ ᘣ۬ ༶ཹྥچ ٞ܂ દતا ނިࢾࣖ، ࢹࣕߦߵڣٺ۬ ٞژ ۱؇ ّأݠ ா஫ا ،ᄊᄅ਍ೋا ً۬ ৖৑؇ً ا؜ٺ݄؇د ۳ոּ׿؟ دا۳׫ٝ ا֍׫ڵոد ոּ࠿ࡇ ًؠ׿ر ᆀᅘܙჸთ ᖔ׿هॾబػܙا
اݿب: દતا ا݆݁ ߓߵداނب ڣިری. উॻᆇᅦ Ⴄၖرߓߵد ߓߵای ඔඒٞ؇ى ا؜ٺ݄؇د ሏᇧ ܔٷٷڎ. ّިݬچژ درݿب را واڢأچب ݁ڰݠوݪ؇ت ᄊᄅ਍ೋا ً۬ ݁ٺިݿޔ ا؜ٺ݄؇د
ً؇زی ۱؇ی از ૭૖چ؇ری ߓߵای ᄊჳ آن ۱؇ از ሏᇓ؇۱ ݷෛຳ از ؇ّ ሏᇧ ܔٷڎ ਜಶڎا ሏᇆ؇ਊುا ۬ ٞ َޙݠ و ّ؇زه ሏሃرا ஓ஁޳ ނܦٷڎ؛ را ݬڰݠ داฺྸ اႤႆ݁ن ۱؇ی ༟ڎم ᄩᄟ؇݁گ

ܔٷڎ. ؜ٴިر ܾ اࢾࣖ ዛᔻ พฆྱا݁ٷ

݁ٷ؇ًؕ
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