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Kahdella toruksella voi olla sama paikallinen

geometria ja silti eri muoto

Publications mathématiques de 'THES -lehdessa julkaistu konstruktio antaa ensimmdiset kompak-
tit Bonnet-parit: kaksi siledd, reaalianalyyttista torusta kolmiulotteisessa avaruudessa, joilla on
sama sisdinen metriikka ja sama keskikaarevuus vastaavissa pisteissa mutta jotka eivdt ole sama
pinta jaykan litkkeen suhteen. Tulos ratkaisee vanhoja pintageometrian yksikdsitteisyyskysymyk-
sid ja antaa tasmallisen vastaesimerkin houkuttelevalle ajatukselle, jonka mukaan riittava madrd
paikallisia mittauksia valttamdtta yksiloisi kompaktin muodon.
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Muoto, joka ei suostu yksildiciviksi

Kuvittele mittaavasi pintaa ilman lupaa astua sen ulkopuolelle. Voit mitata etaisyyksiad pintaa pitkin:
kuinka pitkd matka pisteestd toiseen on, jos kuljet itse pinnalla. TAma on pinnan metriikka. Lisda
nyt vield yksi ulkopuolelta tehtava mittaus: kirjaa jokaisessa pisteessa pinnan taipumisen keskiarvo,
sen keskikaarevuus.

Se kuulostaa paljolta tiedolta. Monille pinnoille se riittddkin. Jos tunnet sisdiset etdisyydet ja
keskikaarevuusfunktion, voisi odottaa, ettd pinnan muoto kolmiulotteisessa avaruudessa maaraytyy
yksikasitteisesti.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann ja Andrew Sageman-Furnas ovat nyt rakentaneet kompakteja
pintoja, jotka rikkovat taman odotuksen. Heiddn artikkelinsa antaa kaksi torusta — donitsin
muotoisia pintoja, joskaan ei tavallisia pyOreitd donitseja — jotka ovat isometrisid ja joilla on
sama keskikaarevuus vastaavissa pisteissd, mutta jotka eivit ole kongruentteja. Toista ei voi saada
toiseksi kiertamalld, siirtamalla tai peilaamalla. Ne ovat aidosti erilaisia upotuksia avaruuteen.

Alan kielelld ne ovat kompakteja Bonnet-pareja. Artikkelin mukaan ndma ovat ensimmaiset tunnetut
esimerKkit.

Miki ongelma on

Klassinen pintateoria erottaa kaksi erilaista tietoa.

Metriikka kertoo pinnalla mitatut etdisyydet. Tasainen levy, joka rullataan sylinteriksi, sdilyttaa
saman sisaisen metriikan: levya pitkin kulkeva pieni muurahainen ei huomaisi rullaamista pelkkia
etdisyyksid mittaamalla. Taysi toinen fundamentaalimuoto kertoo paljon enemman siitd, miten pinta
kaartuu avaruudessa. Klassinen Bonnet’n lause sanoo, ettd kun metriikka ja tidydet taivutustiedot
tayttavat oikeat yhteensopivuusyhtilot, immersio maaraytyy jaykkdan liikkeeseen asti.

Vuonna 1867 Pierre Ossian Bonnet esitti kuitenkin teravamman kysymyksen. Enté jos taivutustietoa
vihennetadn? Koska metriikka maaraa jo Gaussin kaarevuuden sisdisesti, voidaanko pinta yksiloida
metriikalla ja keskikaarevuusfunktiolla?

Geneerisesti vastaus on kylla. Sana on tarked. Geometriassa on usein poikkeustapauksia: erityisia
pintoja, joilla tavallinen yksikasitteisyysvaite pettda. Avoin kysymys oli, onko olemassa kompakteja
sileitd esimerkkeja, joissa metriikka ja keskikaarevuus ovat samat mutta pinnat eivat ole sama pinta
avaruudessa.

Tama on globaali Bonnet'n ongelma. Uusi artikkeli vastaa siihen toruksilla.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Miti kirjoittaj at rakensivat

Kirjoittajat konstruoivat parin sileitd toruksia avaruudessa R3, joita yhdistaa keskikaarevuuden
sdilyttava isometria. Vastaavissa pisteissd on siis samat sisdiset etdisyydet ymparistossdin ja sama
keskikaarevuusarvo, mutta pinnat eivat ole kongruentteja.

Konstruktio tekee muutakin kuin tuottaa yhden numeerisen kuriositeetin. Torukset ovat reaaliana-
lyyttisia — yhta sdannollisid kuin potenssisarjoilla kuvattava geometria, eivit karkeasti yhteen paikat-
tuja objekteja — ja kirjoittajat todistavat, etteivat heiddn esimerkkinsa geneerisesti liity toisiinsa mil-
ladn ymparoivan avaruuden isometrialla. He myo0s toteavat, ettd konstruktio antaa ylinumeroituvan
madrin téllaisia pareja, koska siind on funktionaalinen parametri.

Tie tulokseen on tekninen. Se hyodyntad Bonnet-parien ja isotermisten pintojen vilistd yhteytta;
isotermisilla pinnoilla on erityiset kaarevuusviivakoordinaatit. Esimerkit saadaan lahtemalla isoter-
misista toruksista, joiden yksi kaarevuusviivaperhe on tasomainen, ja soveltamalla niihin konstruk-
tiota, joka tuottaa Bonnet-parin. Kirjoittajien mukaan menetelma kasvoi laskennallisista kokeista,
joissa torus jaettiin 5x7 nelikulmioverkoksi ja diskreettid differentiaaligeometriaa kéytettiin oppaana
sileddn tulokseen.

Visuaalinen lopputulos on todistusta helpompi hahmottaa. Artikkelin kahdella toruksella on samat
valitut geometriset tiedot mutta selvasti erilainen globaali sijoittuminen: kirjoittajien kuvassa 1
vastaavat suuret "kuplat” ovat toisessa toruksessa ldhempina toisiaan kuin toisessa. TAima nikyva
ero ei ole piirrostemppu. Lause sanoo, etteivit pinnat ole sama muoto avaruudessa, vaikka valitut
paikalliset tiedot tismaavat.

[figure_pair pending]

Artikkelin kuva 1 ndyttda numeerisen esimerkin Bonnet-parin toruksista tassa rinnakkaiskuvana. Paneelit eivat
ole saman toruksen kaksi nakymaa, vaan parin kaksi eri torusta. Harmaat verkkoviivat auttavat seuraamaan
vastaavia pintakoordinaatteja, ja varilliset kayrat merkitsevat vastaavia kaarevuusviivojen silmukoita. Kuvan ydin
on globaali epasuhta: suuret kuplat sijaitsevat nakyvasti eri paikoissa, vaikka lauseen mukaan pinnoilla on sama
sisdinen metriikka ja sama keskikaarevuus vastaavissa pisteissa.

Miksi timi ei ole ristiriita
Tulos ei sano, ettd geometria olisi mielivaltaista tai mittaukset hyodyttomia.

Se sanoo, ettd tietty supistettu tietojoukko — metriikka plus keskikaarevuus — ei aina riitd
kompaktin pinnan yksikidsitteiseen tunnistamiseen. Klassinen taydellinen yksikasitteisyyslause
kayttdd rikkaampaa taivutustietoa. Keskikaarevuus on vain kahden padkaarevuuden keskiarvo.
Se kertoo, kuinka paljon pinta keskimaarin kaartuu pisteessd, mutta ei sdilyta kaikkea suunnasta
riippuvaa taivutustietoa.

Juuri tima ero on koko asian ydin. Kaksi pintaa voi olla samaa mieltd pinnan sisdisista etdisyyksista
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ja keskimaaraisesta taipumisesta jokaisessa vastaavassa pisteessa mutta erota siind, miten taivutus
on jarjestynyt avaruudessa.

Artikkeli ei myoskaan viita tdllaisen monitulkintaisuuden olevan tavallista. Johdanto on tarkka: ge-
neerisesti metriikka ja keskikaarevuus maaraavat pinnan. Bonnet-parit ovat poikkeuksia. Niiden
merkitys on juuri siind, ettd ne osoittavat poikkeuksen olevan olemassa kompaktissa, siledssi ja
analyyttisessa tapauksessa, jossa kysymys oli pysynyt avoimena.

Mitki vanhat kysymykset tulos rackaisee

Ensimmadinen ratkaistu kysymys on globaali Bonnet'n ongelma: onko kolmiulotteisessa euklidisessa
avaruudessa olemassa kaksi ei-kongruenttia kompaktia siledd immersiota, joita yhdistda isometria
ja joilla on sama keskikaarevuus vastaavissa pisteissa? Kirjoittajien vastaus on kylla.

Toinen on Cohn-Vossen-Bergerin ongelma: onko euklidisessa kolmiavaruudessa olemassa kaksi
isometrista kompaktia analyyttistd pintaa, joita mikdan ymparoivan avaruuden isometria ei yhdista?
Jalleen vastaus on kylla, saman konstruktion tuottamien analyyttisten torusten avulla.

Analyyttisyys on tarkead. Aiemmat kompaktien pintojen ei-yksikasitteisyysesimerkit saattoivat no-
jata heikompaan sdannollisyyteen tai paikallisiin muutoksiin. Nama torukset eivit ole vain sileitd
objekteja, joista yhdessd kohdassa vaihdetaan kumpare toiseen. Artikkeli korostaa, etteivat vastaavat
naapurustot ole missdan paikallisesti kongruentteja: ero ulottuu koko konstruktioon eiki piiloudu
korjaussaumaan.

Miksi tilli on merkitysti

Tama on puhdasta matematiikkaa, mutta intuitio on laaja. Muoto voi olla yhdessd mielessa ylimaaray-
tynyt ja toisessa silti alimaaratty. Ratkaisevaa ei ole tiedon maara vaan se, sisdltaako tieto oikeanlaista
informaatiota.

Metriikka plus keskikaarevuus tuntuu vahvalta yhdistelmaltd, koska siind yhdistyvét sisédiset etdisyy-
det ja ulkoinen taivutusmitta. Kompakti Bonnet-pari paljastaa aukon: keskimaarainen taipuminen ei
ole koko taipumistieto. Paikallinen yhtépitavyys ei aina tarkoita globaalia yksiloitavyytta. Analyytti-
nen saannollisyyskaan ei takaa yksikasitteisyytta taikaiskulla.

Opetus on hyodyllinen timan lauseen ulkopuolellakin. Geometrian kdanteisongelmissa kysytaan
usein, maaradko jokin mittausjoukko objektin, joka mittaukset tuotti. TAma artikkeli antaa yhteen
klassiseen pintaongelmaan teravan uuden vastauksen: ei aina, vaikka objekti olisi kompakti, siled ja
analyyttinen.
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Tiivistelmai

Bobenko, Hoffmann ja Sageman-Furnas konstruoivat ensimmaiset kompaktit Bonnet-parit: kaksi ei-
kongruenttia sileda torusta avaruudessa R3, joita yhdistdd isometria ja joilla on sama keskikaarevuus
vastaavissa pisteissd. Esimerkit ovat reaalianalyyttisid, eikd niitd geneerisesti yhdistd mikdan ym-
pardivan avaruuden isometria. Ndin artikkeli ratkaisee seka globaalin Bonnet'n ongelman etta siind
esitetyn Cohn-Vossen-Bergerin analyyttisen yksikasitteisyyskysymyksen. Tulos ei kumoa klassista
pintateoriaa; se osoittaa, ettei supistettu tieto — metriikka ja keskikaarevuus — aina riita kompaktin
pinnan yksikasitteiseen tunnistamiseen.

Realistinen arvio

Miti artikkeli osoittaa: Kompakteja sileitd Bonnet-pareja on olemassa. Tarkemmin kirjoittajat kon-
struoivat eksplisiittisesti toruksia avaruudessa R3, joilla on sama metriikka ja sama keskikaarevuus-
funktio vastaavissa pisteissda mutta jotka eivit ole kongruentteja.

Miki on uskottavaa mutta ei tuloksen ydin: Etta laskennallinen ja diskreettigeometrinen tutkimi-
nen voi johdattaa vaikeisiin sileisiin konstruktioihin. Artikkelin mukaan tama reitti oli tirked, mutta
tulos perustuu todistukseen, ei numeeriseen kuvaan.

Mitd se ei osoita: Ettd kaikki tai useimmat pinnat olisivat monitulkintaisia. Geneerinen yksikasit-
teisyystulos jaa taustaksi voimaan. Nima ovat poikkeuksellisia mutta ratkaisevia vastaesimerkkeja.

Keskeiset rajoitukset tavalliselle lukijalle: Todistus on erittdin tekninen ja kuuluu differentiaalige-
ometriaan: isotermiset pinnat, Bonnet-parien luokittelu, periodiehdot ja analyyttinen konstruktio.
Lauseen merkityksen voi ymmartda seuraamatta koko koneistoa.

Kuinka luottavaisesti tavallisen lukijan kannattaa suhtautua? Korkealla luottamuksella itse
lauseeseen vertaisarvioituna matemaattisena tuloksena. Varovaisuus koskee tulkintaa, ei nayttoa:
tulos kannattaa lukea muodossa "tama supistettu geometrinen tieto ei aina maardd muotoa”, ei
muodossa “geometria ei pysty tunnistamaan muotoja”.
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