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वहआकार जोपहचान में नहींआता

कल्पनाकीजिए किआपकोकिसीसतह कोमापनाहै, लेकिन उसके बाहर निकलने कीअनुमति नहींहै। आप सतह के साथ-साथ
दूरीमाप सकते हैं: अगर एक बिंदु से दूसरे तक उसीसतह पर चलते जाएँ तोकितनीदूरीतय होगी। यहीसतह कीमेट्रिक है।
अब बाहर से एकऔर माप जोड़िए: हर बिंदु पर सतहऔसतन कितनीमुड़ीहुई है, यानीउसकीmean वक्रता।

यह बहुत-सीजानकारीलगतीहै। बहुत-सीसतहों के लिए यह पर्याप्त भीहोतीहै। अगर आपकोआंतरिक दूरियाँऔर mean-
curvature कार्य मालूम हो, तोसहज उम्मीद होगीकि तीन-आयामीअंतरिक्ष में आकार निश्चित होजाएगा।

Alexander Bobenko, Tim Hoffmannऔर Andrew Sageman-Furnas ने अब ऐसीकॉम्पैक्ट सतहें बनाई हैं जोइस उम्मीद
कोतोड़तीहैं। उनके शोधपत्र में दोtori हैं — डोनट-जैसीसतहें, हालाँकि साधारण गोल डोनट नहीं—जोisometric हैं और संबंधित
बिंदुओं पर समान mean वक्रतारखतीहैं, लेकिन congruent नहींहैं। एक कोघुमाकर, खिसकाकर याप्रतिबिंबित करके दूसरे
में नहींबदलाजासकता। वे अंतरिक्ष में वास्तव में अलग immersions हैं।

इस क्षेत्र कीभाषामें इन्हें कॉम्पैक्ट Bonnet जोड़ियाँ कहाजाताहै। शोधपत्र इन्हें ऐसे पहले उदाहरण बताताहै।

समस्याक्याहै

शास्त्रीय सतह सिद्धांत दोतरह कीजानकारीअलग करतीहै।

मेट्रिकआपकोसतह पर मापीगई दूरियाँबतातीहै। एक सपाट चादर कोबेलन में लपेट दें, तोउसकीintrinsic मेट्रिक वहीरहती
है: सतह पर चलतीछोटीचींटीकेवल दूरीमापकर यह नहींजान पाएगीकि चादर लपेटीगई है। पूराsecond fundamental form
इस बारे में कहींअधिक बताताहै कि सतह अंतरिक्ष में कैसे मुड़तीहै। शास्त्रीय Bonnet प्रमेय कहताहै कि अगर मेट्रिक
और पूरामुड़ाव डेटाउपयुक्त compatibility equations कोसंतुष्ट करें, तोimmersion कठोर motion कोछोड़कर निर्धारित
होजाताहै।

लेकिन 1867 में Pierre Ossian Bonnet ने अधिक तीखासवाल पूछा। अगर मुड़ाव डेटाकम कर दियाजाए तो? चूँकि मेट्रिक
पहले हीGaussian वक्रताकोintrinsic रूप से तय करतीहै, क्याकेवल मेट्रिक और mean-curvature कार्य से सतह की
पहचान कीजासकतीहै?

सामान्यतःउत्तर हाँहै। यहाँ“सामान्यतः” महत्वपूर्ण है। Geometry में exceptional मामले अक्सर होते हैं: ऐसीविशेष सतहें
जहाँ सामान्य uniqueness कथन विफल होजाताहै। खुलाप्रश्न यह थाकि क्याकॉम्पैक्ट, चिकनाउदाहरण मौजूद हैं जिनमें
मेट्रिक और mean वक्रतासमान होंलेकिन अंतरिक्ष में सतहें एक जैसीन हों।

इसे वैश्विक Bonnet समस्याकहाजाताहै। नयाशोध tori के माध्यम से इसकाउत्तर देताहै।

लेखकों ने क्याबनाया

लेखकों ने R3 में चिकनाtori कीएक जोड़ीबनाई जोmean-curvature-preserving isometry से जुड़ीहै। इसकामतलब है कि
संबंधित बिंदुओं केआसपास intrinsic distances समान हैं औरmean वक्रताकामानभीसमान है, लेकिन दोनों सतहें congruent
नहीं हैं।

यहनिर्माणकेवलएकसंख्यात्मकजिज्ञासापैदाकरने सेआगेजाताहै। ये tori वास्तविकविश्लेषणात्मक हैं—यानीpower-
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series geometry जितने नियमित, न कि खुरदरे ढंग से जोड़े गए वस्तुएँ —औरलेखक साबित करते हैं कि सामान्यतःउनके
उदाहरण किसीambient isometry से जुड़े नहींहैं। वे यह भीबताते हैं कि निर्माण में एक कार्यात्मक पैरामीटर होने के कारण
ऐसीजोड़ियाँ uncountably many हैं।

रास्तातकनीकीहै। इसमें Bonnet जोड़ियाँ और isothermic सतहें के बीच संबंध काउपयोग होताहै — ऐसीसतहें जिनके
curvature-line coordinates विशेष होते हैं। उदाहरण उन isothermic tori से शुरू होते हैं जिनमें वक्रतारेखाएँ काएक परिवार
planar है, और फिर एक निर्माण लागू कियाजाताहै जोBonnet जोड़ीपैदाकरताहै। लेखक बताते हैं कि इस तरीके कीशुरुआत
torus के 5x7 quad decomposition पर computational प्रयोग से हुई थी, जहाँdiscrete अंतर geometry ने चिकनापरिणाम
तक पहुँचने कासंकेत दिया।

दृश्य नतीजाप्रमाण से अधिकसहजहै। शोधपत्र के दोनों tori में चुनागयाgeometric डेटामेलखाताहै, फिर भीउनकीवैश्विक
बनावट स्पष्ट रूप से अलग है: लेखकोंकीचित्र 1 में बड़े “बुलबुले” एक torus में दूसरे कीतुलनामें एक-दूसरे के अधिक
पास दिखाई देते हैं। यह केवल चित्रांकन काभ्रम नहींहै। प्रमेय कहताहै कि अंतरिक्ष में दोनों सतहें एक हीआकार नहींहैं,
भले हीचुनागयास्थानीय डेटासमान हो।

[figure_pair pending]

शोधपत्र कीचित्र 1 Bonnet-pair tori काएक numerical उदाहरण दिखातीहै, यहाँpaired चित्र के रूप में। दोनों panels एक हीtorus के
दोviews नहींहैं: वे जोड़ीके दोअलग tori हैं। धूसर mesh रेखाएँ संबंधित सतह coordinates कोपहचानने में मदद करतीहैं, जबकि रंगीन
curves संबंधित curvature-line loops दिखातीहैं। चित्र कामुख्य बिंदु वैश्विक mismatch है: बड़े उभार स्पष्ट रूप से अलग स्थानों
पर बैठे हैं, जबकि प्रमेय कहताहै कि दोनों सतहोंकीintrinsic मेट्रिक और संबंधित बिंदुओं पर mean वक्रतासमान हैं।

यह विरोधाभास क्योंनहींहै

नतीजायह नहींकहताकि geometry मनमानीहै यामापन बेकार हैं।

यह केवल इतनाकहताहै कि एक विशेष कम कियागयाडेटाset — मेट्रिक + mean वक्रता— कॉम्पैक्ट सतह कोहमेशा
uniquely पहचानने के लिए पर्याप्त नहींहै। शास्त्रीय uniqueness प्रमेय अधिक समृद्ध मुड़ाव जानकारीकाउपयोग करता
है। Mean वक्रतादोprincipal curvatures काकेवलऔसत है। यह बतातीहै कि किसीबिंदु पर सतहऔसतन कितनीमुड़ती
है, लेकिन दिशाके अनुसार मुड़ाव कीपूरीजानकारीसुरक्षित नहींरखती।

यहीफर्क पूरामुद्दाहै। दोसतहें सतह के भीतर कीदूरियों और हर संबंधित बिंदु कीऔसत मुड़ाव पर सहमत होसकतीहैं, फिर
भीअंतरिक्ष में उस मुड़ाव के विन्यास में अलग होसकतीहैं।

शोधपत्र यह भीनहीं कहताकि ऐसीअस्पष्टतासामान्य है। प्रस्तावनासावधानीसे कहतीहै: सामान्यतःमेट्रिक +mean वक्रता
सतह कोनिर्धारित कर देते हैं। Bonnet जोड़ियाँ exceptional हैं। उनकामूल्य यहीहै कि वे दिखाते हैं कि कॉम्पैक्ट, चिकना
और विश्लेषणात्मक परिस्थिति में भीवह exception वास्तव में मौजूद है — जहाँयह सवाल अब तक खुलाथा।

कौन-से पुराने प्रश्न बंद होते हैं

पहलाबंद होने वालाप्रश्न वैश्विक Bonnet समस्याहै: क्यातीन-आयामीEuclidean स्पेस में ऐसे दोnon-congruent
कॉम्पैक्ट चिकनाimmersions मौजूद हैं जोisometry से जुड़े होंऔर संबंधित बिंदुओं पर समान mean वक्रतारखते हों?
लेखक उत्तर देते हैं: हाँ।
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दूसराCohn-Vossen-Berger समस्याहै: क्याEuclidean तीन-space में ऐसे दोisometric कॉम्पैक्ट विश्लेषणात्मक सतहें
हैं जोकिसीambient isometry से जुड़े न हों? यहाँभीउत्तर हाँहै, उसीनिर्माण से मिले विश्लेषणात्मक tori के कारण।

विश्लेषणात्मक होनामहत्वपूर्ण है। कॉम्पैक्ट सतहें के पुराने non-uniqueness उदाहरण कम regularity याकिसीस्थानीय
हिस्से कोबदलने पर निर्भर होसकते थे। ये tori केवल चिकनावस्तुएँ नहींहैं जिनमें एक जगह bump बदल दियागया
हो। शोधपत्र जोर देताहै कि संबंधित neighbourhoods कहींभीlocally congruent नहींहैं: फर्क पूरीनिर्माण में फैलाहै, किसी
patching seam में छिपानहीं।

यह क्योंमहत्वपूर्ण है

यह pure mathematics है, लेकिन इसकीअंतर्दृष्टि व्यापक है। कोई आकार एक अर्थ में बहुत अधिक डेटासे बँधाहुआ
लग सकताहै और फिर भीदूसरे अर्थ में uniquely पहचानान जासके। सवाल यह नहींकि आपके पास कितनाडेटाहै; सवाल
यह है कि क्याडेटामें सहीतरह कीजानकारीहै।

मेट्रिक + mean वक्रताशक्तिशालीलगताहै क्योंकि यहअंदरूनीदूरियों कोबाहरीमुड़ाव के माप से जोड़ताहै। कॉम्पैक्ट Bonnet
जोड़ीबताताहै कि कमीकहाँ है: औसत मुड़ाव, पूरामुड़ाव नहींहै। स्थानीय मेल हमेशावैश्विक पहचान नहींदेता। विश्लेषणात्मक
regularity भीuniqueness कीजादुई गारंटीनहीं है।

यह इस प्रमेय से बाहर भीउपयोगीसबक है। Geometry के inverse समस्याएँ अक्सर पूछते हैं कि क्यामापों काकोई set उस
वस्तु कोuniquely निर्धारित करताहै जिसने वे माप पैदाकिए। यह शोध एक पुराने सतह समस्याके लिए सटीक नयाउत्तर
देताहै: हमेशानहीं — तब भीनहीं जब वस्तु कॉम्पैक्ट, चिकनाऔर विश्लेषणात्मक हो।

संक्षिप्त सार

Bobenko, Hoffmannऔर Sageman-Furnas ने पहले कॉम्पैक्ट Bonnet जोड़ियाँ बनाए हैं: R3 में दोnon-congruent चिकना
toriजोisometryसे जुड़े हैंऔरसंबंधितबिंदुओं परसमानmean वक्रतारखते हैं। उनके उदाहरणवास्तविकविश्लेषणात्मक
हैं और सामान्यतःकिसीambient isometry से जुड़े नहींहोते, जिससे शोधपत्र में बताए गए वैश्विक Bonnet समस्याऔर
Cohn-Vossen-Berger विश्लेषणात्मक uniqueness प्रश्न दोनों हल होते हैं। नतीजाशास्त्रीय सतहसिद्धांत कोउलटतानहीं;
यह दिखाताहै कि मेट्रिक + mean वक्रताकाकम डेटाकॉम्पैक्ट सतह कोहमेशाuniquely पहचानने के लिए पर्याप्त नहीं
है।

बिनाबढ़ा-चढ़ाकर जाँच

शोधपत्र क्यादिखाताहै: कॉम्पैक्ट चिकनाBonnet जोड़ियाँ मौजूद हैं। अधिक विशेष रूप से, लेखक R3 में ऐसे tori स्पष्ट
रूप से बनाते हैं जिनकीमेट्रिक और संबंधित बिंदुओं पर mean-curvature कार्य समान है, लेकिन वे congruent नहींहैं।

क्यासंभव है लेकिन मुख्य बिंदु नहीं: कठिन चिकनाconstructions तक पहुँचने में computationalऔर discrete-geometric
अन्वेषण मदद कर सकतीहै। लेखक कहते हैं कि यह रास्तामहत्वपूर्ण था, लेकिन परिणाम numerical तस्वीर पर नहीं,
प्रमाण पर टिकाहै।
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यह क्यानहीं दिखाता: कि सभीयाअधिकांश सतहें ambiguous हैं। Generic uniqueness कथन पृष्ठभूमि में कायम है। ये
exceptional लेकिन निर्णायक counterexamples हैं।

सामान्य पाठक के लिए मुख्य सीमा: प्रमाण अत्यधिक तकनीकीहै और अंतर geometry कीभाषामें है: isothermic सतहें,
Bonnet-pair classifications, period स्थितियाँऔर विश्लेषणात्मकनिर्माण। प्रमेय काअर्थ समझने के लिए पूरीमशीनरी
समझनाजरूरीनहीं।

सामान्य पाठक कोकितनाभरोसारखनाचाहिए? एक peer-समीक्षित गणितीय परिणाम के रूप में प्रमेय कथन पर उच्च
भरोसा। सावधानीप्रमाण पर नहीं, व्याख्यापर चाहिए: इसे “यह कम geometric डेटाहमेशाआकार तय नहींकरता” कीतरह पढ़ें,
“geometry shapes कीपहचान नहींकर सकती” कीतरह नहीं।

स्रोत

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, Publications mathematiques de l’IHES (2025), DOI 10.1007/s10240-025-
00159-z
https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, arXiv:2110.06335
https://arxiv.org/abs/2110.06335
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