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बढ़ताहुआआयतन घनत्व घटासकताहै, जबकि कुल मात्राबढ़
सकतीहै

यदि इस मॉडल में ब्रह्मांड के फैलने पर एंट्रॉपीघनत्व घटताहै, तोकुल एंट्रॉपीफिर भीकैसे बढ़ सकतीहै?

फैलते ब्रह्मांड कोबहुत छोटीकोशिकाओं में बाँटकर सोचिए। हर कोशिकामें किसीचीज़ कीमात्राघट सकतीहै, लेकिन बढ़ते हुए
क्षेत्र में उसकाकुल जोड़ फिर भीबढ़ सकताहै। जब आयतन खुद बदल रहाहो, घनत्व कागिरनाऔर कुल मात्राकाबढ़ना
विरोधीबातें नहींहैं।

यहीसरल गणनाएक बहुत महत्वाकांक्षीसैद्धांतिक शोधपत्र के केंद्र में है। भौतिक समीक्षाD में गणितीय भौतिकविद
Ginestra Bianconi Gravity From Entropy (GfE) काऊष्मागतिक वर्णन विकसित करतीहैं। यह हाल में प्रस्तावित
मॉडल है जिसमें गुरुत्वाकर्षणकोपदार्थऔरज्यामिति के बीचसूचना-सैद्धांतिकसंबंध से व्यक्त कियाजाताहै। यहाँ“सूचना-
सैद्धांतिक” काअर्थ है कि मॉडल ज्यामिति के दोवर्णनों — भौतिक ज्यामिति और पदार्थ/वक्रतासे प्रेरित ज्यामिति —
के बीच अंतर मापने वालीगणितीय राशि से शुरू होताहै।

शोधपत्र स्थानीय राशियाँ निकालताहै जिन्हें k-एंट्रॉपी, k-ऊर्जा, k-तापमान और k-दाब कहागयाहै। उपसर्ग k मॉडल के
अलग ज्यामितीय क्षेत्रोंकोअलग करताहै; ये अलग पदार्थ याब्रह्मांडीय युग नहींहैं। पहले नियम कासंबंध सामान्य
ऊष्मागतिकीके पहले नियम जैसीसंरचनारखताहै: ऊर्जामें बदलाव = तापमान × एंट्रॉपीमें बदलाव − दाब × आयतन में
बदलाव।

δϵk = θk δsk − πk δv

फिर शोधपत्र फैलते हुए Friedmann ब्रह्मांडीय मॉडलों — बड़े पैमाने पर समरूप और समदैशिक आदर्शीकृत ब्रह्मांडों
— में इन राशियों कामूल्यांकन करताहै। कम-ऊर्जा, कम-वक्रतावाले क्षेत्र में पदार्थ- और विकिरण-प्रधान उदाहरणों में
स्थानीय एंट्रॉपीऔरऊर्जाघनत्व घटते हैं, लेकिन विस्तार इतनाआयतनजोड़ताहै कि कुल एंट्रॉपीबढ़तीहै। अग्रणीक्रम
पर कुल ऊर्जास्थिर मान कीओर जातीहै — अर्थात बहुत लंबे समय पर प्रमुख पद कोरखते हुए और तेजीसे मिटने वाले
पदों कोछोड़ते हुए।

यहसाफ़ गणितीय नतीजाहै। इसकीसीमाउतनीहीमहत्वपूर्ण है: गणनाएक प्रस्तावित सिद्धांत के भीतर है,और ठोस उदाहरणों
में इस्तेमाल Friedmann ब्रह्मांडीय मॉडल पूरे GfE समीकरणों के सटीक समाधान नहींबल्कि अनुमान हैं। पूरे समीकरण
प्रस्तावित GfE ऐक्शन में परिवर्तन करके निकाले जाते हैं और उनमें गतिशील G-field तथाउच्च-क्रम ज्यामितीय
क्षेत्र शामिल हैं जोसामान्य Friedmann समीकरणों में नहींहोते। शोधपत्र एंट्रॉपीकोगुरुत्वाकर्षण बनाते हुए देखतानहीं,
हमारे ब्रह्मांड कीडार्क एनर्जीकीपहचान नहींकरताऔर पूर्ण क्वांटम-गुरुत्वाकर्षण सिद्धांत नहींदेता।

Gravity From Entropy क्यामानताहै

सामान्य सापेक्षतागुरुत्वाकर्षण कोस्पेसटाइम कीज्यामिति से वर्णित करतीहै। पदार्थ ज्यामिति कोवक्र करताहै और
वक्रतापदार्थ कीगति तय करतीहै। GfE एकअलग प्रस्तावित ऐक्शन से शुरू होताहै: मेट्रिक से जुड़ीवस्तुओं कोक्वांटम
ऑपरेटरों कीतरह मानताहै और अपनालैग्रेंजियन Geometric Quantum Relative Entropy (GQRE) से बनाताहै।
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120 सेकंड में तीन शब्द

क्वांटम ऑपरेटर एक गणितीय नियम है जोक्वांटम अवस्थापर काम करताहै और किसीराशि यारूपांतरण का
प्रतिनिधित्व करताहै। GfE मानताहै कि उसकीमेट्रिक-संबंधित वस्तुओं कोइस तरह मानाजासकताहै; इस
लेख कापाठक उस पूरीगणितीय रचनाकोदोबाराबनाने के लिए नहींहै।
लैग्रेंजियन किसीसिद्धांत कीगतिशीलताकासंक्षिप्त गणितीय नुस्खाहै। इसे स्पेसटाइम पर समाकलित करके
ऐक्शन मिलताहै, और ऐक्शन में परिवर्तन करके फ़ील्ड समीकरण निकाले जाते हैं।
GQRE GfE कामॉडल-विशिष्ट लैग्रेंजियन है। यह क्वांटम रिलेटिव एंट्रॉपीके विचार कोभौतिक मेट्रिक और
पदार्थ/वक्रतासे प्रेरित उच्च-क्रम मेट्रिककीतुलनामें ढालताहै। इसे “एंट्रॉपी” कहनाइसे सामान्यऊष्मीय एंट्रॉपी
नहीं बनादेता।

रिलेटिव एंट्रॉपीआम तौर पर दोप्रायिकता-वितरणों याक्वांटम अवस्थाओं के बीच भेद्यतामापतीहै। GfE में तुलनाभौतिक
मेट्रिकऔरपदार्थ/वक्रतासे प्रेरित उच्च-क्रममेट्रिकके बीचहै। “उच्च-क्रम”काअर्थअतिरिक्तस्पेसटाइमविमाएँ
नहीं है। मॉडल स्केलर, वेक्टर-जैसे और बाइवेक्टर-जैसे ज्यामितीय क्षेत्रोंकोएक बड़ीवस्तु में समेटताहै। गतिशील G-
field इन घटकोंकोजोड़ताहै और गुरुत्वाकर्षण तथापदार्थ वाले हिस्सोंमें इस्तेमाल मेट्रिक कोप्रभावीरूप देताहै। ढाँचाइस
तरह बनायागयाहै कि कम-ऊर्जा, कम-वक्रतासीमामें उसकाऐक्शन सामान्य सापेक्षताके Einstein-Hilbert ऐक्शन और
पदार्थ-ऐक्शन में घट जाए।

इस वाक्य से जरूरत से ज्यादानिष्कर्ष नहींनिकालनाचाहिए। किसीसीमामें Einstein समीकरण वापस पानाप्रस्ताव के लिए
संगति कीकसौटीहै; इससे यह साबित नहींहोताकि उस सीमाके बाहर प्रकृति बड़े सिद्धांत काइस्तेमाल करतीहै।

GfE फ़ील्ड समीकरणों में एक गतिशील पद भीहै जिसे ढाँचाउभरताप्रभावीडार्क-एनर्जीपद कहताहै। इस शोधपत्र में
Bianconi मॉडल के आंतरिक-ऊर्जाघनत्व कोउससे जोड़तीहैं। “प्रभावीडार्क एनर्जी” समीकरण में उसकीभूमिकाबतातीहै;
यह प्रेक्षणात्मक ब्रह्मांड-विज्ञान से निकालीगई डार्क एनर्जीके साथ कोई प्रायोगिक पहचान नहींहै।

“Entropy” शब्द के तीन अलग इस्तेमाल

सामान्य ऊष्मागतिक एंट्रॉपीबतातीहै कि कितनीसूक्ष्म व्यवस्थाएँ एक स्थूल अवस्थादे सकतीहैं। क्वांटम
रिलेटिव एंट्रॉपीदोक्वांटम अवस्थाओं कीभेद्यतामापतीहै। इस शोधपत्र कीGQRE रिलेटिव एंट्रॉपीसे प्रेरित
मॉडल-विशिष्ट ज्यामितीय रचनाहै और गुरुत्वीय लैग्रेंजियन के रूप में इस्तेमाल होतीहै। नाम मिलते-जुलते हैं,
राशियाँ एक-दूसरे कीजगह नहींरखीजासकतीं; GfE के भीतर जिन संबंधोंकीजरूरत है, शोधपत्र उन्हें निकालताहै।

मॉडल के भीतर सटीक ऊष्मागतिक नतीजा

शोधपत्र पहले GfE ढाँचे के अपने स्तर पर काम करताहै। हर क्रम और ज्यामितीय स्वतंत्रता-डिग्रीके प्रकार के लिए,
index k के साथ, यह परिभाषित करताहै:

• GQRE से स्थानीय k-एंट्रॉपी;
• मॉडल कीआंतरिक-ऊर्जाघनत्व से स्थानीय k-ऊर्जा;
• संयुग्मीk-तापमान;
• और k-दाब।
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ये राशियाँ स्थानीय पहले नियम कापालन करतीहैं। शोधपत्र के संकेत-लेखन में,

δϵk = θk δsk − πk δv

सूचकांक k अलग पदार्थों याब्रह्मांडीय युगोंकीसूचीनहीं है। समरूप/समदैशिक गणनामें यह पाँच प्रविष्टियोंकोचिन्हित
करताहै: एक स्केलर प्रविष्टि; वेक्टर-जैसे क्षेत्र से अलग समय-जैसीऔर स्थान-जैसीप्रविष्टियाँ; और बाइवेक्टर-
जैसे क्षेत्र से अलग समय-स्थान तथास्थान-स्थान प्रविष्टियाँ। स्केलर काकोई दिशात्मक सूचकांक नहीं; वेक्टर-जैसा
क्षेत्र समयऔर स्थान कीदिशाओं कोअलग करताहै; बाइवेक्टर दिशाओं कीजोड़ियों से बनताहै। हर क्षेत्र अपनातापमान
और दाब रख सकताहै। संबंधित G-field घटक के अनुसार k-तापमान धनात्मक याऋणात्मक भीहोसकताहै।

ये तापमान ब्रह्मांडीय क्षितिज के पास थर्मामीटर रखकर मापे गए तापमान नहींहैं। मानक de Sitter क्वांटम-फ़ील्ड तापमान
H के साथ बदलताहै: Gibbons-Hawking तापमान ब्रह्मांडीय क्षितिज कोदियाजाताहै, जबकि Bunch-Davies vacuum
मानक de Sitter-अपरिवर्तीक्वांटम अवस्थाहै जिसके फ़ील्ड सहसंबंध उससे जुड़ीऊष्मीय प्रतिक्रियादेते हैं। शोधपत्र
इन्हें अपने ज्यामितीय k-तापमानों से साफ़ अलग करताहै, जोde Sitter उदाहरण में H2 के साथ बदलते हैं। यहाँ“तापमान”
एंट्रॉपीऔर ऊर्जाकीपरिभाषाओं से निकले ऊष्मागतिक सहचर चर कानाम है।

इसलिए पहले नियम जैसीयह संरचनासचमुच व्युत्पन्न कीगई है, लेकिन निष्कर्ष GfE के भीतर काहै: GfE ऐक्शन
और उसकीपरिभाषाएँ मान लें, तोयह ऊष्मागतिक संबंध निकलताहै।

Friedmann गणनाएक सन्निकटन क्योंहै

औपचारिक ढाँचे कोब्रह्मांडीय उदाहरण में लगाने के लिए शोधपत्र समरूपऔर समदैशिक Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) स्पेसटाइम इस्तेमाल करताहै। “समरूप” कामतलब बड़े पैमाने के मॉडल कीऔसत विशेषताएँ हर स्थान पर समान;
“समदैशिक”कामतलबहरदिशामें समान।एकस्केल-फैक्टर बताताहै कि दूरियाँसमयके साथकैसे बढ़तीहैं; पदार्थकोचिकना
परिपूर्ण द्रव मानाजाताहै; Hubble पैरामीटर H विस्तार कीदर कोसंक्षेप में बताताहै। यह अलग-अलगआकाशगंगाओं का
नक्शानहीं, एक आदर्शीकृत पृष्ठभूमि है।

लेकिन यहाँसंरचनात्मक अंतर है। Friedmann ब्रह्मांड Einstein समीकरणों कोहल करते हैं। वे सामान्य रूप से पूरे उच्च-
क्रम GfE समीकरणों कोहल नहींकरते, जोस्केलर, वेक्टर-जैसे, बाइवेक्टर-जैसे क्षेत्रोंऔर G-field के अवकलजोंपर भी
नज़र रखते हैं। Einstein समीकरण प्रस्ताव कीप्रथम-क्रम, कम-ऊर्जा, कम-वक्रतासीमामें हीवापसआते हैं।

शोधपत्र यह बात सीधे कहताहै और Friedmann समाधानों कोसन्निकटन कीतरह इस्तेमाल करताहै — कुछ वैसाजैसे किसी
अधिक पूर्ण सिद्धांत में मीन-फ़ील्ड समाधान डालकर जाँचाजाए कि सन्निकटन कहाँभरोसेमंद रहताहै। इस क्षेत्र में कम
ऊर्जाऔर कम वक्रताचाहिए, जिसे lPH ≪ 1 से संक्षेपित कियागयाहै, जहाँlP Planck लंबाई है। दूसरीशर्त प्रेरित
उच्च-क्रम मेट्रिक और व्युत्क्रम भौतिक उच्च-क्रम मेट्रिक के गुणनफल कोधनात्मक-निश्चित रहने देतीहै।

इसलिए नतीजा“GfE हमारे ब्रह्मांड काइतिहास भविष्यवाणीकरताहै” नहींहै। अधिक सहीपढ़ाई है: यदि GfE ब्रह्मांड
कोपरिचित Friedmann ब्रह्मांड-विज्ञान से पर्याप्त अच्छीतरह सन्निकट कियाजासकताहै, तोपूरे GfE कीराशियाँ ये
ऊष्मागतिक स्केलिंग देतीहैं।
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स्थानीय बनाम कुल परिणाम

इस अवस्थामें अग्रणीस्थानीय राशियाँ सरल स्केलिंग दिखातीहैं:

• मॉडल काएंट्रॉपीघनत्व H2 के साथ बदलताहै;
• मॉडल काऊर्जाघनत्व H4 के साथ बदलताहै;
• देर-समय वाले गैर-de Sitter Friedmann उदाहरणों में ये लगभग t−2 और t−4 बनते हैं।

इसलिए विस्तार के साथ दोनों घनत्व गिरते हैं। लेकिन घनत्व कुल मात्रानहीं है।

शोधपत्र फैलते स्पेसटाइम क्षेत्र पर समाकलन करताहै तोबढ़ताआयतन उत्तर बदल देताहै। परिचित पदार्थ-प्रधान
और विकिरण-प्रधान उदाहरणों में प्रति इकाई आयतन एंट्रॉपीघटने के बावजूद कुल एंट्रॉपीसमय के साथ बढ़तीहै। कुल
ऊर्जालगातार नहींबढ़ती; अग्रणीक्रम पर वह स्थिर मान के पास पहुँचतीहै।

यह शोधपत्र कासबसे उपयोगीवैचारिक नतीजाहै। स्थानीय पतलापन याक्रमबद्धताअपने आप वैश्विक दूसरे नियम से
नहीं टकराती। यदि स्पेसटाइम काआयतन तेजीसे बढ़ रहाहो, तोएंट्रॉपीघनत्व घट सकताहै और समाकलित एंट्रॉपीफिर भी
बढ़ सकतीहै।

गणनायह साबित नहींकरतीकि वास्तविक ब्रह्मांड में समय के ऊष्मागतिक तीर कीसूक्ष्म व्याख्यायहीहै। वह दिखातीहै
कि प्रस्तावित ढाँचाअपने Friedmann सन्निकटन में स्थानीय और वैश्विक परिणामों कोबिनाविरोधाभास के साथ रख सकता
है।

de Sitter तुलना, लेकिन अलग तापमान के साथ

शोधपत्र de Sitter स्पेस भीदेखताहै — स्थिर H वालाआदर्शीकृत, घातांकीय रूप से फैलतास्पेसटाइम। एक पर्यवेक्षक
के लिए केवल सीमित कारणात्मक डायमंड पर समाकलन कियाजाताहै: पहले कीघटनाके भविष्य प्रकाश-शंकु और बाद की
घटनाके अतीत प्रकाश-शंकु काअतिव्यापन, यानीवह स्पेसटाइम क्षेत्र जोउन दोनों घटनाओं के बीच अवलोकन में भाग ले
सकताहै। इस डायमंड में कुल GfE एंट्रॉपीH−2 के साथ बदलतीहै, वहीH-स्केलिंग जोपरिचित Gibbons-Hawking एंट्रॉपी
कीहै। कुल GfE ऊर्जामॉडल कीइकाइयों में लगभग एक के क्रम कीहै।

ब्रह्मांडीय पृष्ठभूमियोंकाएक परिवार

FRW समरूप/समदैशिक ज्यामितियों कापरिवार है, कोई अलग जगह नहीं। पदार्थ-प्रधान और विकिरण-प्रधान
ब्रह्मांड उसीपरिवार के मामले हैं, उनमें क्याभराहै इसके आधार पर अलग। de Sitter स्पेस भीFRW रूप में लिखाजा
सकताहै, लेकिन स्थिरH औरघातांकीय विस्तार वालानिर्वात-प्रधान मामलाहै। कारणात्मक डायमंड उसीस्पेसटाइम
में पर्यवेक्षक के लिए चुनासीमित क्षेत्र है; कोई अलग ब्रह्मांड नहीं।

स्केलिंग कामेल उसीभौतिक वस्तु कोनिकाल देनानहीं है। संबंधित GfE k-तापमान H2 के साथ बदलताहै, जबकि मानक de
Sitter तापमानH के साथ। शोधपत्र इस अंतर कोइस संकेत के रूप में देखताहै कि k-तापमान स्पेसटाइम कीज्यामिति से जुड़ा
है, पृष्ठभूमि पर क्वांटम फ़ील्ड से नहीं।

फिर यहसुझाव देताहै कि ऐसातापमानसामान्य कण-उत्सर्जनकीजगहग्रैविटॉन विकिरणसे जुड़ाहोसकताहै। यह भविष्य
काप्रश्न है, इस शोधपत्र कानतीजानहीं। सिद्धांत कापहले क्वांटीकरण करनाहोगा; तभीपताचलेगाकि उसके तापमान किसी
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विकिरण से मेल खाते हैं यानहीं।

यह क्यासाबित नहींकरता

• यह प्रेक्षणात्मक रूप से नहींदिखाताकि गुरुत्वाकर्षण एंट्रॉपीसे उभरताहै।
• यह स्थापित नहींकरताकि मॉडल काप्रभावीपद ब्रह्मांड-विज्ञान में मापीगई डार्क एनर्जीहै।
• यह सामान्य सापेक्षताकोकिसीसिद्ध रूप से बेहतर सिद्धांत से प्रतिस्थापित नहींकरता; GR प्रस्ताव कीकम-ऊर्जा,
कम-वक्रतासीमाहै।

• यह Friedmann ब्रह्मांडीय मॉडलों कोसटीक GfE समाधान नहींबनाता; वे ऊष्मागतिक व्यवहार काअनुमान लगाने वाले
सन्निकटन हैं।

• यह स्पेसटाइम कीस्वतंत्रता-डिग्रियों कीपूरीसूक्ष्म गणनानहीं निकालता।
• यह पूर्ण क्वांटम-गुरुत्वाकर्षण सिद्धांत याग्रैविटॉन कीपहचान नहींदेता।
• यह नहींदिखाताकि ऋणात्मक k-तापमान सामान्य थर्मामीटर कीऋणात्मक रीडिंग हैं।

नतीजाकितनामजबूत है?

यह सहकर्मी-समीक्षित सैद्धांतिक शोधपत्र है, इसलिए यहाँ“साक्ष्य” काअर्थ प्रयोग से अलग है। सहीसवाल हैं: क्या
परिभाषाएँ संगत हैं? क्याव्युत्पत्तियाँ उनसे निकलतीहैं? क्यासन्निकटन साफ़ और नियंत्रित हैं?

उस स्तर पर शोधपत्र GfE के लिए ठोस ऊष्मागतिक शब्दावलीदेताहै और केवल उपमापर निर्भर रहने के बजाय पहले
नियम कीसंरचनानिकालताहै। सन्निकटन कीसीमाभीअसामान्य रूप से स्पष्ट है: Friedmann समाधान GR से लिए जाते हैं,
उनमें GfE राशियाँ डालीजातीहैं और नतीजे उस क्षेत्र तक सीमित हैं जहाँप्रेरित मेट्रिक अच्छीतरह व्यवहार करतीहैं।

बड़े भौतिक दावे खुले हैं। ढाँचानयाहै, शोधपत्र ब्रह्मांड-विज्ञान कीडेटासे तुलनानहीं करता, और क्वांटीकरण, कॉन्टैक्ट-
ज्यामितीय गतिशीलतातथासंभावित ग्रैविटॉन विकिरण जैसीदिलचस्प परिणतियाँभविष्य के काम के रूप में दीगई हैं।
आंतरिक संगति किसीनए गुरुत्वाकर्षण सिद्धांत के लिए जरूरीहै; प्रकृति कावर्णन करने के लिए पर्याप्त नहीं।

यह क्योंमायने रखताहै

गुरुत्वाकर्षण और ऊष्मागतिकीकासंबंध पुरानाऔर गहराहै — ब्लैक-होल एंट्रॉपीसे de Sitter तापमान तक। इनमें से कई
नतीजे क्षितिजोंके आसपास संगठित हैं। GfE इसके बजाय पदार्थ और ज्यामिति के संबंध से स्थानीय, आयतन-आधारित
सूचना-माप बनाने कीकोशिश करताहै।

यह प्रस्ताव टिकेगायानहीं, खुलाप्रश्न है। लेकिन यहऊष्मागतिकअभ्यासकिसीभीऐसे सिद्धांत के लिए उपयोगीलक्ष्य
उजागर करताहै: फैलते ब्रह्मांड में स्थानीय संरचनाऔर घटतास्थानीय एंट्रॉपीघनत्व बढ़तीकुल एंट्रॉपीके साथ कैसे रह
सकते हैं?

यह शोधपत्र एक गणितीय रूप से स्पष्ट तरीकादिखाताहै। इसकाअर्थ यह नहींकि गुरुत्वाकर्षण-एंट्रॉपीकीसमस्याबंद हो
गई; महत्व यह है कि समस्याकाएक हिस्साऐसे समीकरणों में बदलताहै जिनकीधारणाएँ, सीमाएँ और अगलीजाँचें साफ़ कही
जासकतीहैं।
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संक्षेप में

Bianconi Gravity From Entropy के भीतर एक ऊष्मागतिक वर्णन निकालतीहैं — Geometric Quantum Relative
Entropy पर आधारित एक प्रस्तावित संशोधित-गुरुत्व ढाँचा। मॉडल कीस्थानीय एंट्रॉपी, ऊर्जा, तापमान और दाब कीराशियाँ
पहले नियम कापालन करतीहैं। पूरे GfE कीराशियों कोकम-ऊर्जा, कम-वक्रतावाले Friedmann सन्निकटनोंपर आँकने
पर स्थानीय एंट्रॉपीऔर ऊर्जाघनत्व विस्तार के साथ गिरते हैं, जबकि बढ़तास्पेसटाइमआयतन कुल एंट्रॉपीकोबढ़ाताहै;
पदार्थ- और विकिरण-प्रधान उदाहरणों में अग्रणीक्रम पर कुल ऊर्जास्थिर मान के पास पहुँचतीहै। de Sitter कारणात्मक
डायमंड कीएंट्रॉपीH−2 स्केलिंग देतीहै, लेकिन मॉडल कातापमान मानक क्षितिज-तापमान से अलग है। ये GfE के भीतर
सशर्त गणितीयनतीजे हैं —गुरुत्वाकर्षणएंट्रॉपीसेआताहै इसकाप्रेक्षणात्मकसाक्ष्य, मापीगई डार्क एनर्जीकीव्याख्या
यापूर्ण क्वांटम-गुरुत्वाकर्षण सिद्धांत नहीं।

स्रोत

Ginestra Bianconi, Thermodynamics of the gravity from entropy theory, Physical Review D 114, 024042 (2026)
https://doi.org/10.1103/26kn-thgp
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