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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

Ket torusznak lehet ugyanaz a helyi geometriaja,
mégis kiillonbozs lehet az alakjuk

A Publications mathématiques de U'THES folydiratban kozolt konstrukcié megadja az elsé
kompakt Bonnet-pdrokat: két sima, valds analitikus téruszt hdaromdimenzids térben, amelyeknek
ugyanaz a belsé metrikdja és megfelelé pontjaikban ugyanaz a kozépgorbiilete, megsem azonosak
merevmozgds erejeig. Az eredmeény régi egyértelmilsegi kérdéseket zdr le a feliiletgeometridban, és
pontos ellenpélddt ad arra a csdbito elkepzelésre, hogy elegendd helyi mérés sziiksegkeéppen azonosit
egy kompakt alakzatot.
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Az alakzat, amely nem hagyja magat azonositani

Képzeljiik el, hogy ugy kell megmérniink egy feliiletet, hogy nem léphetiink ki ré6la. Megmérhetjiik a
rajta futd tavolsagokat: milyen messze van két pont egymastdl, ha magan a feliileten haladunk. Ez a
feliilet metrikdja. Most adjunk hozza még egy, kiviilrél szarmazé mérést: minden pontban jegyezziik
fel a feliilet atlagos hajlasat, vagyis a kozépgorbiiletét.

Ez rengeteg informaciénak hangzik. Sok feliiletnél elég is. Ha ismerjiik a belsé tavolsagokat és a
kozépgorbiilet fliggvényét, azt varhatnank, hogy a haromdimenzids térbeli alak mar egyértelmien
meghatarozott.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann és Andrew Sageman-Furnas most olyan kompakt feliileteket
szerkesztettek, amelyek cafoljak ezt a varakozdst. Tanulmanyuk két téruszt — fank alakd, bar nem
kozonségesen kerek fankfeliiletet — ad meg, amelyek izometrikusak, és megfelel6 pontjaikban
ugyanaz a kozépgorbiiletiik, mégsem kongruensek. Forgatdssal, eltoldssal vagy tiikrozéssel nem
vihet6k egymasba. Valéban kiilonb6z6 térbeli immerzidkrol van sz6.

A teriilet nyelvén ezek kompakt Bonnet-pdrok. A tanulmdny szerint ezek az elsé ilyen példék.

Mia probléma?

A klasszikus feliiletelmélet kétféle informaciot kiilonit el.

A metrika a feliileten mért tdvolsdgokat mondja meg. Ha egy sik lapot hengerré tekeriink, bels6
metrikdja valtozatlan marad: egy apré hangya, amely a lapon jar, pusztdn tavolsagméréssel nem
venné észre a feltekerést. A teljes masodik fundamentalis forma ennél sokkal t6bbet mond arroél,
hogyan gorbiil a feliilet a térben. A klasszikus Bonnet-tétel szerint ha ismerjlik a metrikat és a tel-
jes gorbiileti adatot, és azok teljesitik a megfelel6 kompatibilitdsi egyenleteket, akkor az immerzié
merevmozgas erejéig meghatarozott.

Pierre Ossian Bonnet azonban 1867-ben élesebb kérdést tett fel. Mi torténik, ha kevesebb gor-
biileti adatot tartunk meg? Mivel a metrika a Gauss-gorbiiletet mar belsé médon meghatarozza,
jellemezhetd-e egy feliilet pusztan a metrikdval és a kozépgorbiilet fiiggvényével?

Altaldnos helyzetben igen. Ez a szé fontos. A geometridban gyakran vannak kivételes esetek:
kiilonleges feliiletek, amelyeknél a szokdsos egyértelmiiségi allitds megbukik. A nyitott kérdés az
volt, 1éteznek-e kompakt, sima példak, amelyeknek a metrikdja és kozépgorbiilete megegyezik,
mikozben térbeli alakjuk mégsem ugyanaz.

Ez a globalis Bonnet-probléma. Az 4j tanulmany téruszokkal valaszolja meg.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Mit ép{tettek a szerzok?

A szerzOk két sima téruszt szerkesztenek R3-ban, amelyeket kozépgorbiiletet megérz6 izometria
kapcsol 0ssze. Ez azt jelenti, hogy a megfelel6 pontok kornyezetében ugyanazok a belsé tavolsagok
és ugyanaz a kozépgorbiilet értéke, a két feliilet mégsem kongruens.

A konstrukcié nem csupan egyetlen numerikus kiilonlegességet ad. A téruszok valds analitikusak
— olyan szabalyosak, mint a hatvanysorokkal leirhaté geometria, nem durvan Osszeillesztett objek-
tumok —, és a szerzdk bizonyitjak, hogy példdik altaldnos esetben semmilyen kornyezeti izometridval
nem vihet6k egymasba. Azt is allitjak, hogy konstrukcidéjuk megszdmlalhatatlanul sok ilyen part ad,
mert egy funkciondlis paramétert tartalmaz.

Az Ut technikai. A Bonnet-pdrok és az izotermikus feliiletek kapcsolatat haszndlja; utébbiak olyan
feliiletek, amelyek specialis gorbiiletivonal-koordinatdkkal rendelkeznek. A példdk olyan izoter-
mikus téruszokbol indulnak, amelyek egyik gorbiiletivonal-csalddja sikbeli, majd egy konstrukcid
el6allitja a Bonnet-part. A szerzdk szerint a megkozelités egy torusz 5x7-es négyszogfelosztasaval
végzett szamitdgépes kisérletekbol nétt ki, ahol a diszkrét differencidlgeometria szolgdlt utmu-
tatoként a sima eredményhez.

Avizualis eredményt konnyebb felfogni, mint a bizonyitast. A tanulmény két téruszanak megfeleld ge-
ometriai adatai megegyeznek, globdlis térbeli elhelyezésiik azonban lathatdan kiilonbozik: a szerzék
1. abrajan az egymasnak megfelel6 nagy ,buborékok” az egyik toruszon kozelebb vannak egymashoz,
mint a masikon. Ez a ldthato kiilonbség nem rajzolasi triikk. A tétel szerint a feliiletek nem ugyanazt
a térbeli alakot adjdk, noha a kivalasztott helyi adatok megegyeznek.

[figure_pair pending]

A tanulmany 1. abraja a Bonnet-par toruszainak egy numerikus példajat mutatja, itt paros abraként. A két panel
nem ugyanannak a térusznak két nézete: a par ket kiilonb6z6 torusza lathato. A szirke haldovonalak segitenek
kovetni az egymasnak megfeleld fellleti koordinatakat, a szines gérbék pedig megfeleld
gorbuletivonal-hurkokat jeldlnek. Az abra Iényege a globalis eltérés: a nagy buborékok lathatéan mas helyen
Ulnek, mikdzben a tétel szerint a két felllet belsé metrikaja és kozépgorbilete a megfeleld pontokban azonos.

Miert nem ellentmondas ez?

Az eredmény nem azt allitja, hogy a geometria 6nkényes, vagy hogy a mérések haszontalanok.

Azt mondja, hogy egy bizonyos csokkentett adathalmaz — metrika plusz kozépgorbiilet — nem
mindig elegendd egy kompakt feliilet egyértelmii azonositdsdhoz. A teljes klasszikus egyértelmuségi
tétel gazdagabb gorbiileti informdcidt hasznal. A kozépgorbiilet csupan a két fégorbiilet atlaga.
Megmondja, 4tlagosan mennyire hajlik a feliilet egy pontban, de nem 6rzi meg a hajlds minden
iranyfiiggd részletét.

Ez a kiilonbség az egész eredmény lényege. Két feliilet megegyezhet a rajta mért tavolsagokban és
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minden megfelel6 pont atlagos gorbiiletében, mikozben eltérhet abban, hogyan rendezdédik ez a
hajlés a térben.

A tanulmany azt sem allitja, hogy ez a kétértelmiiség tipikus. A bevezetés gondos: altalanos esetben
a metrika és a kozépgorbiilet meghatdrozza a feliiletet. A Bonnet-parok kivételek. Ertékiik éppen az,
hogy megmutatjak: ez a kivétel 1étezik a kompakt, sima és analitikus kategériaban is, ahol a kérdés
addig nyitott maradt.

Milyen regi kerdeseket zar le?

Az elsé a globalis Bonnet-probléma: 1étezik-e két nem kongruens, kompakt, sima immerzié haromdi-
menzi6s euklideszi térben, amelyeket olyan izometria kot 6ssze, amely megfelelé pontokban meg-
tartja a kozépgorbiiletet? A szerzok valasza igen.

A masodik a Cohn-Vossen-Berger-probléma: 1étezik-e két izometrikus, kompakt, analitikus feliilet
euklideszi haromtérben, amelyeket semmilyen kornyezeti izometria nem kapcsol 6ssze? Ugyancsak
igen, ugyanennek a konstrukciénak az analitikus téruszai révén.

Az analitikus rész fontos. A kompakt feliiletek korabbi nem-egyértelmuségi példai alacsonyabb regu-
laritdsra vagy helyi mddositasokra tdmaszkodhattak. Ezek a téruszok nem egyszertien olyan sima ob-
jektumok, amelyek egyik foltjan egy dudort kicseréltek. A tanulmany hangsulyozza, hogy a megfelel6
kornyezetek sehol sem lokdlisan kongruensek: a kiilonbség végightizodik a konstrukcidon, nem egy
javitasi varratban rejtézik.

Mieért fontos?

Ez tiszta matematika, de az intuici6 szélesebb. Egy alakzat bizonyos értelemben tulhatarozott lehet,
mégis alulazonositott egy mdsikban. Nem az szdmit, mennyi adatunk van, hanem hogy az adat a
megfeleld fajta informaciét tartalmazza-e.

A metrika plusz kozépgorbiilet er6snek tlinik, mert belsé tavolsagokat kombinal egy kiils6 gorbiileti
mérdészammal. A kompakt Bonnet-par megmutatja a rést: az atlagos gorbiilet nem a teljes gorbiilet. A
helyi egyezés nem mindig jelent globalis azonosithatésagot. Az analitikus szabalyossdg sem magikus
garancia az egyértelmuségre.

Ez a tanulsdg tdlmutat ezen a tételen. A geometriai inverz problémak gyakran azt kérdezik, hogy
egy mérési adathalmaz egyértelmien meghatarozza-e az azt létrehozo objektumot. Ez a tanulmany
egy klasszikus feliiletproblémara ad 4j, éles vdlaszt: nem mindig, még akkor sem, ha az objektum
kompakt, sima és analitikus.



THE CLEAN PAPER matematika

Roviden

Bobenko, Hoffmann és Sageman-Furnas megalkotjak az els6 kompakt Bonnet-pdrokat: két nem kon-
gruens, sima téruszt R3-ban, amelyeket izometria kapcsol 0ssze, és megfelel6 pontjaikban ugyanaz
a kozépgorbiiletiik. Példaik valés analitikusak, és dltaldnos esetben semmilyen kornyezeti izometria
nem kapcsolja 6ket 0ssze; ezzel a tanulmany megoldja mind a globdlis Bonnet-problémét, mind a
Cohn-Vossen-Berger analitikus egyértelmtségi kérdést a cikk megfogalmazasa szerint. Az eredmény
nem donti meg a klasszikus feliiletelméletet; azt mutatja meg, hogy a metrika és a kozépgorbiilet
csokkentett adata nem mindig elég egy kompakt feliilet egyértelmi azonositasahoz.

Targyilagos merleg

Amit a tanulmany megmutat: Léteznek kompakt, sima Bonnet-parok. Pontosabban a szerzdk ex-
plicit médon olyan téruszokat szerkesztenek R3-ban, amelyek megfelel6 pontjaikban ugyanazzal a
metrikaval és kozépgorbiilet-fliggvénnyel rendelkeznek, mégsem kongruensek.

Ami valészinti, de nem a f6 allitas: Hogy a szamitogépes és diszkrét geometriai kisérletezés segithet
nehéz sima konstrukciék megtaldldsaban. A tanulmaény szerint ez az Ut fontos volt, de az eredmény
a bizonyitdson 4ll, nem a numerikus képen.

Amit nem mutat meg: Hogy minden vagy a legtobb feliilet kétértelmt lenne. Az altaldnos egyértelmiségi
allitas tovabbra is a hattér része. Ezek kivételes, de dont6 ellenpéldak.

Fo6 korlatok egy altalanos olvasé szamara: A bizonyitas erGsen technikai differencidlgeometridra
éplil: izotermikus feliiletekre, Bonnet-parok osztalyozasara, periddusfeltételekre és analitikus kon-
strukciora. A tétel jelentése a gépezet végigkovetése nélkiil is érthetd.

Mennyi bizalma legyen egy altalanos olvasonak? Magas a tétel allitdsaban mint lektoralt matem-
atikai eredményben. A megfeleld 6vatossag értelmezési, nem bizonyitéki: ugy olvassuk, hogy ,ez a
csokkentett geometriai adat nem mindig hatdrozza meg az alakot”, ne tgy, hogy ,a geometria nem
képes alakokat azonositani”.
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