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Formid sem neitar ad lata bera kennsl a sig

Grein { Publications mathématiques de 'THES smidar fyrstu péttu Bonnet-périn: tvo raunfdgada
torusa med somu innri metrik og somu medalbeygju { samsvarandi punktum sem samt verda ekki
hvor ad odrum med stifri hreyfingu. Pad er ndkvemt gagndemi vid pd freistandi hugmynd ad
neegar stadbundnar melingar dkvaroi alltaf pétt form.
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Imyndadu pér ad meela yfirbord 4n pess ad mega stiga 1t fyrir pad. Pu getur meelt vegalengdir eftir
yfirbordinu: hversu langt er milli tveggja punkta ef pu ferd eftir yfirbordinu sjalfu. Pad er metrik
yfirbordsins. Beettu sidan vid einni meelingu utan fra: 4 hverjum punkti skrairdu medalbeygju yfir-
bordsins, svokallada medalbeygju.

Petta hljémar eins og mikid af upplysingum. Fyrir morg yfirbord dugar pad. Ef pu pekkir innri veg-
alengdirnar og fall medalbeygjunnar geetirdu buist vid ad 16gunin { prividu rami sé par med akvedin.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann og Andrew Sageman-Furnas hafa ni smidad pétt yfirbord
sem brjéta gegn peirri vaentingu. [ grein peirra eru tveir torusar — kleinuhringslaga yfirbord, pétt
pau séu ekki venjulegir hringlaga kleinuhringir — sem eru isémetrisk og hafa sému medalbeygju
i samsvarandi punktum, en eru ekki samfallandi. Ekki er haegt ad snua, hlidra eda spegla 6dru
yfirbordinu pannig ad pad verdi hitt. Petta eru raunverulega tveaer élikar ivafningar { riminu.

A mdli fagsins kallast pau pétt Bonnet-por. Greinin lysir peim sem fyrstu slikum deemum.

Hvert vandamalio er

Klassisk yfirbordsfreedi greinir 4 milli tvenns konar upplysinga.

Metrikin segir til um vegalengdir sem maeeldar eru 4 yfirbordinu. FI6t plata sem er rullud upp 1
sivalning heldur somu innri metrik: litil maura sem gengur eftir plotunni myndi ekki taka eftir
rullunni med pvi einu ad meela vegalengdir. Heila 6nnur grunnformid segir hins vegar miklu
meira um hvernig yfirbordid beygist i riminu. Klassiska Bonnet-setningin segir ad ef metrikin og
fullu beygjugdgnin uppfylla réttu samreemisjofnurnar sé ivafningurinn akvardadur upp ad stifri
hreyfingu.

Arid 1867 spurdi Pierre Ossian Bonnet hins vegar skarpari spurningar. Hvad gerist ef beygjugdgnin
eru skert? Par sem metrikin dkvardar Gauss-beygjuna innra med yfirbordinu, naegja metrikin og fall
medalbeygjunnar til ad einkenna yfirbord?

Almennt er svarid ja. Ordid ,almennt” skiptir mali. Rimfraedi 4 sér undantekningartilvik: sérstok
yfirbord par sem venjuleg sérstodunidurstada bregst. Opna spurningin var hvort til veeru pétt, slétt
deemi par sem metrikin og medalbeygjan samsvara, en yfirbordin eru samt ekki sama 16gun i riminu.

betta er Global Bonnet Problem. Nyja greinin svarar spurningunni med torusum.

Hvad héfundarnir smidudu

Hofundarnir smida par af sléttum torusum i R3 sem tengjast med isémetriu sem vardveitir medal-
beygju. bad pydir ad samsvarandi punktar hafa somu innri vegalengdir { kringum sig og sama gildi
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medalbeygju, en yfirbordin eru ekki samfallandi.

Smidin er meira en eitt tolulegt forvitnilegt deemi. Torusarnir eru raunfagadir — jafn reglulegir og
rumfreedi sem m4d lysa med veldar6dum, ekki grof yfirbord sem hafa verid plastrud saman — og
hofundarnir sanna ad almennt tengist demunum peirra engin isémetria alls umhverfisramsins. Peir
segja einnig ad smidin gefi dteljanlega morg slik por, pvi hun inniheldur fallstika.

Leidin ad nidurstodunni er teeknileg. Hin notar tengsl Bonnet-para vid isothermisk yfirbord, flokk
yfirborda med sérstokum hnitum eftir beygjulinum. Deemin verda til med pvi ad byrja 4 isother-
miskum torusum par sem ein fj6lskylda beygjulina liggur i flotum og beita sidan smid sem framleidir
Bonnet-parid. Hofundarnir segja ad adferdin hafi sprottid ur t6lvutilraunum med 5x7 fjérhyrningask-
iptingu toruss, par sem stok rumfraedi visadi leidina ad sléttu nidurstodunni.

Sjonreena nidurstadan er audveldari ad skilja en sonnunin. Torusarnir tveir i greininni hafa
samsvarandi ramfraedileg gogn en greinilega 6lika heildarlegu { ruminu: 4 Mynd 1 hja h6fundunum
liggja samsvarandi stérar ,bungur” neer hver annarri 4 68rum torusnum en hinum. Petta er ekki
sjonarspil teikningarinnar. Setningin segir ad yfirbordin séu ekki sama l6gun i riminu pétt valin
stadbundin gégn séu eins.

[figure_pair pending]

Mynd 1 dr greininni synir tolulegt daemi um Bonnet-par torusanna, hér sem tvihlida mynd. Myndirnar tveer eru
ekki tvo sjénarhorn a sama torus: petta eru torusarnir tveir i parinu. Grau moskvalinurnar hjalpa auganu ad fylgja
samsvarandi yfirbordshnitum en litudu ferlarnir merkja samsvarandi lykkjur eftir beygjulinum. Adalatridi
myndarinnar er heildarmunurinn: stéru bungurnar eru greinilega a 6likum stodum, pott setningin segi ad
yfirbordin hafi somu innri metrik og somu medalbeygju i samsvarandi punktum.

Af hverju petta er ekki motségn

Nidurstadan segir ekki ad rumfraedi sé handahdéfskennd eda ad meelingar séu gagnslausar.

Hun segir ad akvedid skert gagnasafn — metrik plis medalbeygja — neegi ekki alltaf til ad bera kennsl
a pétt yfirbord a étvireedan hatt. Klassiska sérstodusetningin notar rikari beygjuupplysingar. Medal-
beygja er adeins medaltal tveggja meginbeygja. Hun segir hversu mikid yfirbordid beygist ad medal-
tali { punkti, en vardveitir ekki allar upplysingar um stefnu beygjunnar.

betta er kjarninn { muninum. Tvo yfirbord geta verid sammala um vegalengdir a yfirbordinu og
medalbeygju 1 6llum samsvarandi punktum en samt radad beygjunni 4 6likan hatt { raminu.

Greinin segir heldur ekki ad pessi tviraeedni sé deemigerd. Inngangurinn er varkar: almennt dkvarda
metrik og medalbeygja yfirbord. Bonnet-por eru undantekning. Gildi peirra er einmitt ad pau syna
ad undantekningin er raunveruleg i péttu, sléttu og raunfagudu tilfelli par sem spurningin hafdi verid
oleyst.
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Hvada gémlu spurningum betta svarar

Fyrstalokada spurningin er Global Bonnet Problem: eru til tveer 6samfallandi péttar sléttar ivafningar
1 prividu Evklidsrumi sem tengjast med isometriu og hafa sému medalbeygju i samsvarandi punk-
tum? Hofundarnir svara ja.

Hin spurningin er Cohn-Vossen-Berger-vandamalid: eru til tvo isdmetrisk pétt raunfadgud yfirbord 1
prividu Evklidsrami sem tengjast ekki med isémetriu alls umhverfisrimsins? Aftur er svarid j4, med
raunfagudu torusunum dr somu smid.

Raunfdgun skiptir mali. Eldri deemi um ésérstédu fyrir pétt yfirbord gatu byggt 4 minni regluleika
eda stadbundnum breytingum. Pessir torusar eru ekki einfaldlega sléttir hlutir par sem ein bunga
hefur verid feerd 4 einum bletti. Greinin leggur dherslu 4 ad samsvarandi grenndarsveedi séu hvergi
stadbundid samfallandi: munurinn er dreifdur um smidina, ekki falinn i einum vidgerdarsaumi.

Af hverju petta skiptir mali

betta er hrein steerdfraedi en innsaeid neer vidar. Hlutur getur verid ofdkvardadur i einum skilningi
en samt ekki audkenndur 1 60rum. Pad sem skiptir mali er ekki hversu mikid af gognum pu hefur
heldur hvort gognin innihalda rétta tegund upplysinga.

Metrik plus medalbeygja hljomar sterkt vegna pess ad pad sameinar innri vegalengdir og ytri maelik-
varda a beygju. Pétta Bonnet-parid synir glufuna: medalbeygja er ekki 611 beygjan. Stadbundid sam-
reemi tryggir ekki alltaf heildaraudkenningu. Raunfdgun er heldur ekki tofratrygging fyrir sérstodu.

Petta er gagnlegur leerdémur langt ut fyrir pessa setningu. I 6fugum verkefnum rimfraedinnar er
oft spurt hvort akvednar meelingar dkvardi hlutinn sem framkalladi peer. bessi grein gefur skyrt nytt
svar vid einu klassisku yfirbordsvandamadli: ekki alltaf, jafnvel pétt hluturinn sé péttur, sléttur og
raunfagadur.

[ stuttu mali

Bobenko, Hoffmann og Sageman-Furnas smida fyrstu péttu Bonnet-porin: tvo ésamfallandi slétta
torusa i R3 sem tengjast med isémetriu og hafa somu medalbeygju i samsvarandi punktum. Daemin
eru raunfagud og tengjast almennt ekki med neinni isdémetriu alls umhverfisrumsins. bar med leysa
pau baedi Global Bonnet Problem og Cohn-Vossen-Berger-spurninguna um raunfagada sérstéou eins
og hun er sett fram 1 greininni. Nidurstadan kollvarpar ekki klassiskri yfirbordsfreedi; hiin synir ad
skertu gognin metrik plis medalbeygja duga ekki alltaf til ad bera kennsl & pétt yfirbord a étviraedan
hatt.
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Raunhef yfirferd

Pad sem greinin synir: Pétt slétt Bonnet-por eru til. Nanar tiltekid smida héfundarnir torusa 1 R3
med somu metrik og sama medalbeygjufall { samsvarandi punktum, en sem eru ekki samfallandi.

Pad sem er liklegt en ekki adalatridid: Tolvutilraunir og stok rimfreedi geta hjalpad til vid ad finna er-
fidar sléttar smidar. Greinin segir ad st leid hafi verid mikilvaeg, en nidurstadan byggist 4 sonnuninni,
ekki tolulegu myndinni.

Pad sem hun synir ekki: Ag 611 eda flest yfirbord séu tviraed. Almenna sérstodunidurstadan stendur
afram sem bakgrunnur. Petta eru undantekningardeemi, en afgerandi slik.

Helstu takmarkanir fyrir almennan lesanda: Sonnunin er mjog teeknileg og byggir a diffurramfreedi:
isothermiskum yfirbordum, flokkun Bonnet-para, timabilsskilyrdum og raunfagadri smid. Haegt er
ad skilja merkingu setningarinnar an pess ad fylgja allri teekninni.

Hversu mikid traust a almennur lesandi ad hafa? Mikid gagnvart setningunni sjalfri, sem ritryndri
steerdfreedinidurstodu. Rétta varidin er tulkunarleg en ekki sonnunargagnaleg: lestu nidurstoduna
sem ,pessi skertu rumfraedilegu gogn dkvarda ekki alltaf 16gunina® ekki sem ,,rumfraedi getur ekki
audkennt 16gun®.
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