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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

Du torai gali tureti tg pa(v:i% Vietinq geometrij% 1T Vis

tiek bati skirtingy formy

Publikacijoje ,,Publications mathématiques de 'THES pateikta konstrukcija duoda pirmgsias
kompaktiskas Bonnet poras: du glotnius realiai analitinius torus trimatéje erdveéje, kuriy vidine
metrika ir vidutinis kreivumas atitinkamuose taskuose sutampa, taciau jy negalima sutapatinti
standzZiuoju judesiu. Rezultatas uZdaro senus pavirsiy geometrijos vienaties klausimus ir pateikia
tiksly kontrpavyzdj viliojanciai minciai, kad pakankamai daug vietiniy matavimy biitinai
vienareiksmiskai nustato kompaktiskq formaq.
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matematika

Forma, kurios nepavyksta vienareiksmiskai atpazinti

Isivaizduokite, kad matuojate pavirSiy negalédami nuo jo nulipti. Galite matuoti atstumus paciu
pavirSiumi: kiek kelio reikia nueiti nuo vieno tasko iki kito, jei judate tik juo. Tai yra pavirsiaus
metrika. Dabar pridékime dar viena matavima i§ iSorés: kiekviename taske uzraSykime vidutinj
pavirsiaus linkima — jo vidutinj kreivuma.

Atrodo, kad tai labai daug informacijos. Daugeliui pavirsiy jos i$ tiesy pakanka. Zinodami vidinius
atstumus ir vidutinio kreivumo funkcija galétume tikétis, kad forma trimatéje erdvéje bus nustatyta
vienareikSmiskai.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann ir Andrew Sageman-Furnas dabar sukonstravo kompaktiskus
pavirsius, kurie $j lukestj paneigia. Jy darbe pateikiami du torai — spurgos pavidalo pavirsiai, nors
visai ne paprastos apvalios ,,spurgos“ — kurie yra izometriniai ir atitinkamuose taskuose turi tokj pat
vidutinj kreivuma, taciau néra kongruentis. Vieno negalima pasukti, perstumti ar atspindéti taip,
kad jis sutapty su kitu. Tai i$ tiesy dvi skirtingos to paties vidinio pavirsiaus realizacijos erdvéje.

Sios srities kalba tai yra kompaktiska Bonnet pora. Straipsnio autoriai ja vadina pirmuoju tokiu
pavyzdziu.

. Yo
Kokia problema sprendziama
Klasikiné pavirsiy teorija skiria dviejy risiy informacija.

Metrika nusako atstumus, matuojamus paciu pavirsiumi. Ploks¢ig lapa susukus i cilindrg jo vidiné
metrika nepasikeic¢ia: mazyté skruzdélé, vaikstanti lapu, vien i$ atstumy matavimy nepastebétuy, kad
lapas susuktas. Visa antroji fundamentiné forma pasako gerokai daugiau apie tai, kaip pavirsius
linksta erdvéje. Klasikiné Bonnet teorema teigia, kad Zinant metrikg ir visg linkimo informacija, jei
ji tenkina reikiamas suderinamumo lygtis, pavirsiaus realizacija nustatoma iki standZiojo judesio.

Taciau 1867 m. Pierre Ossian Bonnet uzdavé grieztesnj klausima. O jeigu linkimo duomeny turime
maziau? Kadangi metrika jau savaime nustato Gauso kreivuma, ar pavirsiy galima apibidinti vien
metrika ir vidutinio kreivumo funkcija?

Bendruoju atveju atsakymas yra ,taip“. Zodis ,bendruoju“ ¢ia labai svarbus. Geometrijoje daznai
pasitaiko i$skirtiniy atvejy — specialiy pavirsiy, kuriems jprastas vienaties teiginys nebegalioja. Atvi-
ras klausimas buvo toks: ar egzistuoja kompaktiski glotnts pavyzdZziai, kuriy metrika ir vidutinis
kreivumas sutampa, bet patys pavirsiai erdvéje yra skirtingi?

Tai vadinamasis globalusis Bonnet uzdavinys. Naujasis darbas atsako i ji torais.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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K% autoriai sukonstravo

Autoriai sukonstravo porg glotniy tory erdvéje R3, susiety izometrija, iSsaugancia vidutinj kreivuma.
Kitaip tariant, atitinkamuose taSkuose sutampa ir vidiniai atstumai jy aplinkoje, ir vidutinio kreivumo
reikSmé, taciau patys pavirsiai néra kongruentus.

Konstrukcija néra vien pavienis skaitinis kuriozas. Torai yra realiai analitiniai — jy reguliarumas toks,
kokio tikimasi i$ laipsniniy eiluciy geometrijos, o ne i$ grubiai sulipdyty lopy — ir autoriai jrodo, kad
bendruoju atveju ju pavyzdzZiy nesieja jokia visos aplinkinés erdvés izometrija. Jie taip pat teigia, kad
konstrukcija duoda nesuskaic¢iuojamai daug tokiy poruy, nes joje yra funkcinis parametras.

Kelias iki rezultato techniskas. Jis remiasi rysiu tarp Bonnet pory ir izoterminiy pavirsiy — pavirsiy
klasés, turincios specialias kreivumo linijy koordinates. PavyzdZiai gaunami pradedant nuo izoter-
miniy tory, kuriy viena kreivumo linijy Seima yra plokscia, ir pritaikant konstrukcija, sukurianéia
Bonnet pora. Autoriai raso, kad metodas iSaugo i$ skaitiniy eksperimenty su 5x7 keturkampiy toro
skaidymu: diskretiné diferencialiné geometrija padéjo rasti kelia i glotny rezultata.

Vizualy rezultata suprasti lengviau nei jrodyma. Straipsnyje pavaizduoti du torai turi sutampancius
pasirinktus geometrinius duomenis, taciau ju globalus iSsidéstymas akivaizdziai skiriasi: autoriy
1 paveiksle atitinkamos didelés ,plislés“ viename tore yra aréiau viena kitos nei kitame. Tai néra
piesinio triukas. Teorema sako, kad erdvéje tai skirtingos formos, nors nurodyti vietiniai duomenys
sutampa.

[figure_pair pending]

Straipsnio 1 paveiksle parodytas skaitinis Bonnet poros tory pavyzdys. Abu skydeliai néra du to paties toro
vaizdai: tai du skirtingi poros torai. Pilkos tinklo linijos padeda sekti atitinkamas pavirSiaus koordinates, o
spalvotos kreivés zymi atitinkamas kreivumo linijy kilpas. Svarbiausia paveikslo dalis yra globalus neatitikimas:
didelés ,puslés” matomai iSsidésciusios skirtingai, nors teorema teigia, kad abiejuose pavirSiuose atitinkamuose
taskuose sutampa vidiné metrika ir vidutinis kreivumas.

Kodél tai néra priestaravimas

Rezultatas nesako, kad geometrija yra savavaliSka ar kad matavimai nenaudingi.

Jis sako, kad vienas konkretus sumazintas duomeny rinkinys — metrika ir vidutinis kreivumas —
ne visada pakankamas kompaktiSkam pavirsiui vienareikSmiskai atpaZinti. Klasikinéje vienaties teo-
remoje naudojama turtingesné linkimo informacija. Vidutinis kreivumas yra tik dvieju pagrindiniy
kreivumy vidurkis. Jis pasako, kiek vidutiniskai pavirsius linksta taske, bet neiSsaugo visos informa-
cijos apie linkima skirtingomis kryptimis.

Bitent Sis skirtumas ir yra rezultato esmé. Du pavirsiai gali sutapti pagal atstumus paciu pavirsSiumi ir
pagal vidutinj linkima kiekviename atitinkamame taske, taciau skirtis tuo, kaip tas linkimas iSsidésto
erdvéje.
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Straipsnis taip pat neteigia, kad toks dviprasmiskumas yra jprastas. Jvade autoriai atsargiai pabreézia:
bendruoju atveju metrika kartu su vidutiniu kreivumu pavirs§iy nustato. Bonnet poros yra iSimtys.
Ju reikSmeé butent ta, kad jos parodo: iSimtis egzistuoja kompaktisku, glotniy ir analitiniy pavirsiy
klaséje, kurioje klausimas iki $iol buvo neisSsprestas.

Kokius senus klausimus tai uzdaro

Pirmasis uzdaromas klausimas yra globalusis Bonnet uzdavinys: ar trimatéje euklidinéje erdvéje
egzistuoja dvi nekongruencios kompaktiskos glotnios pavirs§iaus realizacijos, susietos izometrija ir
turinéios tokj pat vidutinj kreivumg atitinkamuose taskuose? Autoriai atsako ,taip“.

Antrasis — Cohn-Vossen-Berger uzdavinys: ar euklidinéje trimatéje erdvéje egzistuoja du izometriniai
kompaktiski analitiniai pavirsiai, kuriy nesieja visos aplinkinés erdvés izometrija? Ir ¢ia atsakymas
yra ,taip“, panaudojant ta pacia konstrukcija gautus analitinius torus.

AnalitiSkumas ¢ia svarbus. Ankstesni kompaktiSky pavirSiy nevienaties pavyzdZziai galéjo remtis
maZesniu reguliarumu arba lokaliais pakeitimais. Sie torai néra tiesiog glotniis objektai, kuriuose
viename lopelyje pakeistas iSkilimas. Straipsnyje pabréZiama, kad atitinkamos aplinkos niekur néra
lokaliai kongruencios: skirtumas iSsklaidytas per visa konstrukcija, o ne pasléptas sitléje.

Kodél tai svarbu

Tai grynoji matematika, taciau intuicija pritaikoma placiai. Objektq galima laikyti ,,per daug aprasytu®
vienu pozilriu ir vis tiek nepakankamai identifikuotu kitu. Svarbu ne vien duomeny kiekis, o tai, ar
juose yra tinkamos risies informacija.

Metrika kartu su vidutiniu kreivumu atrodo labai stiprus aprasas, nes sujungia vidinius atstumus ir
iSorinj linkimo mata. Kompaktiska Bonnet pora parodo spraga: vidutinis linkimas néra visas linki-
mas. Vietinis sutapimas ne visada reiskia globaly tapatuma. Ir analitinis reguliarumas savaime ne-
garantuoja vienaties.

Tai naudinga pamoka ir uz Sios teoremos riby. Geometrijos atvirkstiniuose uzdaviniuose daznai klau-
siama, ar tam tikri matavimai vienareik§miskai nustato objekta, kuris juos sukiré. Sis darbas pateikia
aiSky naujq atsakyma vienam klasikiniam pavirsiy uzdaviniui: ne visada, net kai objektas kompak-
tiskas, glotnus ir analitinis.

Trumpa santrauka

Bobenko, Hoffmann ir Sageman-Furnas sukonstravo pirmasias kompaktiSkas Bonnet poras: du
nekongruencius glotnius torus R3 erdvéje, susietus izometrija ir atitinkamuose taskuose turincius
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tokj pat vidutinj kreivuma. Juy pavyzdziai yra realiai analitiniai ir bendruoju atveju nesusije jokia
aplinkinés erdveés izometrija, todél, kaip teigiama straipsnyje, iSsprendziamas ir globalusis Bonnet
uzdavinys, ir Cohn-Vossen-Berger analitinés vienaties klausimas. Rezultatas nepaneigia klasikinés
pavirsiy teorijos; jis parodo, kad sumazintas duomeny rinkinys — metrika ir vidutinis kreivumas —
ne visada pakankamas kompaktiSkam pavirsiui vienareikSmiskai atpaZinti.

Be pagraiinimq

Ka straipsnis parodo: egzistuoja kompaktiSkos glotnios Bonnet poros. Tiksliau, autoriai aiskiai
sukonstruoja R3 torus, kuriy metrika ir vidutinio kreivumo funkcija atitinkamuose taskuose sutampa,
taciau patys torai néra kongruentts.

Kas tikétina, bet néra pagrindinis rezultatas: skaitiniai ir diskretinés geometrijos eksperimentai
gali padeti rasti kelig i sudétingas glotniasias konstrukcijas. Straipsnyje sakoma, kad Sis kelias buvo
svarbus, taciau rezultatas remiasi jrodymu, o ne skaitiniu paveikslu.

Ko straipsnis neparodo: kad visi ar dauguma pavirsiy yra dviprasmiski. Bendroji vienaties nuostata
lieka fone galioti. Tai iSskirtiniai, taciau lemiami kontrpavyzdziai.

Pagrindinis sunkumas bendram skaitytojui: jrodymas labai techniskas ir priklauso diferencialinei
geometrijai — izoterminiams pavirsiams, Bonnet pory klasifikacijai, periodiSkumo salygoms ir anal-
itinei konstrukcijai. Teoremos prasme galima suprasti nesekant visos matematinés technikos.

Kiek pasitikéjimo turéty turéti bendras skaitytojas? Daug dél pacios teoremos formuluotés, nes tai
recenzuotas matematikos rezultatas. Atsargumas reikalingas ne dél irodymuy, o dél interpretacijos:
skaitykite jj kaip ,,$io sumazinto geometriniy duomeny rinkinio ne visada pakanka formai nustatyti®
o ne kaip , geometrija negali atpazinti formu®.
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