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Dua torus boleh mempunyai geometri tempatan yang
sama tetapi tetap menjadi bentuk yang berbeza

Satu pembinaan dalamPublicationsmathematiques de l’IHESmemberikan pasanganBonnet kom-
pak yang pertama: dua torus licin dan analitik nyata dalam ruang tiga dimensi yang mempunyai
metrik intrinsik sama dan kelengkungan min sama pada titik sepadan, namun bukan permukaan
yang sama sehingga kepada gerakan tegar. Hasil ini menutup persoalan keunikan lama dalam
geometri permukaan, dan menjadi contoh lawan yang tepat kepada idea yang menggoda: bahawa
cukup banyak ukuran tempatan semestinya mengenal pasti sesuatu bentuk kompak.
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Bentuk yang enggan dikenal pasti

Bayangkan mengukur sesuatu permukaan tanpa dibenarkan melangkah keluar daripadanya. Anda
boleh mengukur jarak sepanjang permukaan itu: sejauh mana satu titik daripada titik lain jika anda
bergerak di atas permukaan itu sendiri. Itulahmetrik permukaan. Sekarang tambah satu lagi ukuran
dari luar: pada setiap titik, catat purata pembengkokan permukaan, iaitu kelengkungan minnya.

Itu kedengaran seperti banyak maklumat. Bagi banyak permukaan, memang cukup. Jika anda
mengetahui jarak intrinsik dan fungsi kelengkungan min, anda mungkin menjangka bentuk dalam
ruang tiga dimensi akan ditentukan sepenuhnya.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann dan Andrew Sageman‐Furnas kini membina permukaan kom‐
pak yang menggagalkan jangkaan itu. Kertas mereka memberikan dua torus — permukaan berben‐
tuk donat, walaupun bukan donat bulat biasa — yang isometrik dan mempunyai kelengkungan min
yang sama pada titik sepadan, tetapi tidak kongruen. Anda tidak boleh memutar, menterjemah atau
memantulkan satu untukmenjadikannya yang lain. Ia benar‐benar dua imersi berbeza dalam ruang.

Dalam bahasa bidang ini, ia ialah pasangan Bonnet kompak. Kertas itumenyebutnya sebagai contoh
pertama seumpamanya.

Apakah masalahnya

Teori permukaan klasik memisahkan dua jenis maklumat.

Metrik memberitahu anda jarak yang diukur di atas permukaan. Sehelai lembaran rata yang digu‐
lung menjadi silinder mengekalkan metrik intrinsik yang sama: seekor semut kecil yang berjalan di
atasnya tidak akanmenyedari gulungan itu hanya denganmengukur jarak. Bentuk asas kedua penuh
(full second fundamental form)memberitahu jauh lebih banyak tentang cara permukaanmembengkok
dalamruang. TeoremBonnet klasikmengatakanbahawa, jikametrik dandata pembengkokanpenuh
memenuhi persamaan keserasian yang betul, imersi itu ditentukan sehingga kepada gerakan tegar.

Namun pada 1867, Pierre Ossian Bonnet mengemukakan soalan yang lebih tajam. Bagaimana jika
data pembengkokan dikurangkan? Oleh sebab metrik sudah menentukan kelengkungan Gaussian
secara intrinsik, bolehkah sesuatu permukaan dicirikan olehmetrik ditambah fungsi kelengkungan
min?

Secara generik, jawapannya ya. Perkataan itu penting. Geometri sering mempunyai kes luar biasa:
permukaan khas apabila pernyataan keunikan biasa gagal. Persoalan terbuka ialah sama ada wujud
contoh licin dan kompak yang metrik dan kelengkungan minnya sama tetapi permukaannya tidak
sama dalam ruang.

Inilah Masalah Bonnet Global. Kertas baharu ini menjawabnya dengan torus.
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Apa yang dibina oleh para penulis

Para penulis membina sepasang torus licin dalam R3 yang dihubungkan oleh isometri yang
mengekalkan kelengkungan min. Ini bermakna titik‐titik sepadan mempunyai jarak intrinsik
yang sama di sekelilingnya dan nilai kelengkungan min yang sama, tetapi dua permukaan itu tidak
kongruen.

Pembinaan ini melakukan lebih daripada menghasilkan satu keanehan berangka. Torus itu analitik
nyata — seteratur geometri siri kuasa, bukan objek kasar yang ditampal‐tampal — dan para penulis
membuktikan bahawa secara generik contoh mereka tidak berkaitan melalui sebarang isometri am‐
bien. Mereka juga menyatakan bahawa pembinaan itu memberikan tak terhitung banyaknya pasan‐
gan sedemikian, kerana ia mempunyai satu parameter fungsian.

Laluannya bersifat teknikal. Ia menggunakan hubungan antara pasangan Bonnet dan permukaan
isotermik, satu kelas permukaan dengan koordinat garis kelengkungan khas. Contoh itu terhasil
dengan bermula daripada torus isotermik yang mempunyai satu keluarga garis kelengkungan satah,
kemudian menggunakan satu pembinaan yang menghasilkan pasangan Bonnet. Para penulis men‐
gatakan pendekatan ini berkembang daripada eksperimen pengiraan dengan penguraian kuad 5x7
pada sebuah torus, menggunakan geometri pembezaan diskret sebagai panduan menuju hasil licin.

Hasil visual lebih mudah difahami daripada buktinya. Dua torus dalam kertas mempunyai data
geometri yang sepadan tetapi penempatan global yang jelas berbeza: dalam Rajah 1 para penulis,
“gelembung” besar yang sepadan terletak lebih dekat antara satu sama lain pada satu torus
berbanding pada torus yang lain. Perbezaan yang kelihatan itu bukan helah lukisan. Teorem
mengatakan permukaannya bukan bentuk yang sama dalam ruang, walaupun data tempatan
terpilihnya sama.

[figure_pair pending]

Rajah 1 daripada kertas menunjukkan contoh berangka bagi torus pasangan Bonnet, dipaparkan di sini sebagai
rajah berpasangan. Dua panel itu bukan dua pandangan bagi torus yang sama: ia ialah dua torus berbeza dalam
pasangan tersebut. Garis jejaring kelabu membantu mata mengikuti koordinat permukaan yang sepadan,
manakala lengkung berwarna menandakan gelung garis kelengkungan yang sepadan. Inti gambar ialah
ketidakpadanan global: gelembung besar berada pada kedudukan yang jelas berbeza, walaupun teorem
mengatakan kedua-dua permukaan mempunyai metrik intrinsik dan kelengkungan min yang sama pada titik
sepadan.

Mengapa ini bukan percanggahan

Hasil ini tidak mengatakan geometri sewenang‐wenangnya, atau bahawa ukuran tidak berguna.

Ia mengatakan bahawa satu set data terkurang tertentu — metrik ditambah kelengkungan min
— tidak sentiasa cukup untuk mengenal pasti sesuatu permukaan kompak secara unik. Teorem
keunikanklasik penuhmenggunakanmaklumat pembengkokan yang lebih kaya. Kelengkunganmin
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hanyalahpurata duakelengkunganutama. Iamemberitahuberapabanyakpermukaanmembengkok
secara purata pada sesuatu titik, tetapi tidak mengekalkan semua maklumat pembengkokan
mengikut arah.

Perbezaan itulah keseluruhan intinya. Dua permukaan boleh sependapat tentang jarak sepanjang
permukaan dan purata pembengkokan pada setiap titik sepadan, sambil berbeza dalam cara pem‐
bengkokan itu disusun dalam ruang.

Kertas itu juga tidak mengatakan kekaburan ini lazim. Pengenalannya berhati‐hati: secara generik,
metrik ditambahkelengkunganminmenentukan sesuatu permukaan. PasanganBonnet ialah penge‐
cualian. Nilainya tepat kerana iamenunjukkan pengecualian ituwujud dalamkeadaan kompak, licin
dan analitik yang sebelum ini masih belum diselesaikan.

Persoalan lama yang diselesaikannya

Persoalan pertama yang ditutup ialah Masalah Bonnet Global: adakah terdapat dua imersi kompak
licin yang tidak kongruen dalam ruang Euclid tiga dimensi, dihubungkan oleh isometri dan mem‐
punyai kelengkungan min yang sama pada titik sepadan? Para penulis menjawab ya.

Yang kedua ialah masalah Cohn‐Vossen‐Berger: adakah terdapat dua permukaan analitik kompak
yang isometrik dalam ruang Euclid tiga dimensi tetapi tidak berkaitan melalui isometri ambien?
Sekali lagi, jawapannya ya, menggunakan torus analitik yang diperoleh melalui pembinaan yang
sama.

Bahagian analitik itu penting. Contoh ketakunikkan terdahulu bagi permukaan kompak boleh
bergantung pada keteraturan lebih rendah atau pengubahsuaian setempat. Torus ini bukan sekadar
objek licin dengan satu bonggol diganti di suatu tampalan. Kertas itumenekankan bahawa kejiranan
yang sepadan tidak kongruen secara tempatan di mana‐mana: perbezaan tersebar sepanjang
pembinaan, bukan tersembunyi pada jahitan pembaikan.

Mengapa ia penting

Inimatematik tulen, tetapi intuisinya luas. Sesuatu bentuk boleh terlebih tentu dalam satu erti tetapi
masih kurang dikenal pasti dalam erti lain. Yang penting bukan berapa banyak data yang andamiliki,
tetapi sama ada data itu mengandungi jenis maklumat yang betul.

Metrik ditambah kelengkungan min terasa kuat kerana ia menggabungkan jarak dalaman dengan
ukuran pembengkokan ekstrinsik. Pasangan Bonnet kompak menunjukkan jurangnya: purata pem‐
bengkokan bukan pembengkokan penuh. Persetujuan tempatan tidak sentiasamenghasilkan penge‐
nalpastian global. Keteraturan analitik bukan jaminan ajaib bagi keunikan.

Itu pelajaran yang berguna di luar teorem ini. Dalam geometri, masalah songsang sering bertanya
samaada satu set ukuranmenentukanobjek yangmenghasilkannya.Kertas inimemberikan jawapan
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baharu yang tajam bagi satumasalah permukaan klasik: tidak sentiasa, walaupun objeknya kompak,
licin dan analitik.

Ringkasan utama

Bobenko, Hoffmann dan Sageman‐Furnas membina pasangan Bonnet kompak yang pertama: dua
torus licin yang tidak kongruen dalamR3, dihubungkan oleh isometri danmempunyai kelengkungan
min yang sama pada titik sepadan. Contoh mereka analitik nyata dan secara generik tidak berkaitan
melalui sebarang isometri ambien, sekali gus menyelesaikan Masalah Bonnet Global dan persoalan
keunikan analitik Cohn‐Vossen‐Berger seperti yang dinyatakan dalam kertas. Hasil ini tidak meng‐
gulingkan teori permukaan klasik; ia menunjukkan bahawa data terkurang berupametrik ditambah
kelengkungan min tidak sentiasa cukup untuk mengenal pasti permukaan kompak secara unik.

Semakan tanpa gembar-gembur

Apa yang ditunjukkan oleh kertas ini: Pasangan Bonnet kompak licin memang wujud. Secara lebih
khusus, para penulis membina secara eksplisit torus dalam R3 yang mempunyai metrik dan fungsi
kelengkungan min yang sama pada titik sepadan, tetapi tidak kongruen.

Apa yangmunasabah tetapi bukan inti utama: Bahawa penerokaan pengiraan dan geometri diskret
boleh memandu pembinaan licin yang sukar. Kertas itu mengatakan laluan ini penting, tetapi hasil
akhirnya bersandar pada bukti, bukan gambar berangka.

Apa yang tidak ditunjukkannya: Bahawa semua atau kebanyakan permukaan bersifat kabur. Perny‐
ataan keunikan generik kekal sebagai latar belakang. Ini ialah contoh lawan yang luar biasa tetapi
menentukan.

had utama bagi pembaca umum: Buktinya sangat teknikal dan berada dalam geometri pembezaan:
permukaan isotermik, pengelasan pasangan Bonnet, syarat period dan pembinaan analitik. Pem‐
baca boleh memahami makna teorem tanpa mengikuti keseluruhan mesin matematiknya.

Berapa besar keyakinan yang patut ada pada pembaca umum? Tinggi pada pernyataan teorem
sebagai hasil matematik yang telah melalui semakan rakan sebaya. Kewaspadaan yang betul ialah
pada tafsiran, bukan bukti: bacalah sebagai “data geometri terkurang ini tidak sentiasa menentukan
bentuk,” bukan sebagai “geometri tidak boleh mengenal pasti bentuk.”
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