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Dy toruse mund të kenë të njëjtën gjeometri lokale
dhe prapë të jenë forma të ndryshme

Një ndërtim në Publications mathématiques de l’IHÉS jep çiftet e para kompakte Bonnet: dy toruse
të lëmuar, real-analitikë në hapësirën tridimensionale që kanë të njëjtën metrikë të brendshme dhe
të njëjtën lakueshmëri mesatare në pikat përkatëse, por nuk janë e njëjta sipërfaqe deri në një lëvizje
të ngurtë. Rezultati mbyll pyetje të vjetra të unikësisë në gjeometrinë e sipërfaqeve dhe është një
kundërshembull i saktë ndaj idesë joshëse se mjaftueshëm matje lokale duhet ta identifikojnë një
formë kompakte.
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THE CLEAN PAPER matematikë

Forma që refuzon të identifikohet

Imagjino të matësh një sipërfaqe pa pasur të drejtë të dalësh jashtë saj. Mund të matësh distancat
përgjatë saj: sa larg është një pikë nga një tjetër nëse lëviz vetëm mbi vetë sipërfaqen. Kjo është
metrika e saj. Tani shto edhe një matje nga jashtë: në çdo pikë regjistro përkuljen mesatare të sipër‐
faqes, pra lakueshmërinë mesatare.

Duket si shumë informacion. Për shumë sipërfaqe, edhe mjafton. Nëse njeh distancat e brendshme
dhe funksionin e lakueshmërisë mesatare, është e natyrshme të mendosh se forma në hapësirën
tridimensionale duhet të jetë përcaktuar në mënyrë unike.

Alexander Bobenko, TimHoffmann dhe Andrew Sageman‐Furnas kanë ndërtuar tani sipërfaqe kom‐
pakte që e rrëzojnë këtë pritshmëri. Punimi i tyre jep dy toruse — sipërfaqe në formë petulle me
vrimë, por jo toruse të zakonshëm rrethorë — që janë izometrikë dhe kanë të njëjtën lakueshmëri
mesatare në pikat përkatëse, por nuk janë kongruentë. Nuk mund ta rrotullosh, zhvendosësh apo
pasqyrosh njërin që të bëhet tjetri. Janë zhytje vërtet të ndryshme në hapësirë.

Në gjuhën e fushës, ato janë çifte Bonnet kompakte. Punimi i paraqet si shembujt e parë të tillë.

Cili është problemi

Teoria klasike e sipërfaqeve ndan dy lloje informacioni.

Metrika të jep distancat e matura mbi sipërfaqe. Një fletë e rrafshët e mbështjellë në cilindër ruan të
njëjtënmetrikë të brendshme: njëmilingonë e vogël që ecënmbi fletë nuk do ta zbulontembështjell‐
jen vetëm dukematur distanca. Forma e dytë themelore e plotë tregon shumëmë tepër përmënyrën
si sipërfaqja përkulet në hapësirë. Teorema klasike e Bonnet‐it thotë se, nëse metrika dhe të dhënat
e plota të përkuljes plotësojnë kushtet e duhura të pajtueshmërisë, zhytja përcaktohet deri në një
lëvizje të ngurtë.

Por në vitin 1867 Pierre Ossian Bonnet ngriti një pyetje më tëmprehtë. Po sikur të dhënat për përkul‐
jen të reduktohen? Meqë metrika tashmë përcakton lakueshmërinë Gaussiane në mënyrë të brend‐
shme, a mund të karakterizohet sipërfaqja vetëm nga metrika dhe funksioni i lakueshmërisë mesa‐
tare?

Në rastin e përgjithshëm, përgjigjja është po. Kjo fjalë ka rëndësi. Gjeometria ka shpesh raste të
jashtëzakonshme: sipërfaqe speciale ku pohimi i zakonshëm i unikësisë dështon. Pyetja e hapur ishte
nëse ekzistonin shembuj kompaktë e të lëmuar ku metrika dhe lakueshmëria mesatare përputhen,
por sipërfaqet nuk janë e njëjta formë në hapësirë.

Ky është Problemi Global i Bonnet‐it. Punimi i ri jep përgjigje me toruse.
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Çfarë ndërtuan autorët

Autorët ndërtojnë një çift torusesh të lëmuar në R3, të lidhur nga një izometri që ruan lakueshmërinë
mesatare. Kjo do të thotë se pikat përkatëse kanë të njëjtat distanca të brendshme rreth tyre dhe të
njëjtën vlerë të lakueshmërisë mesatare, por dy sipërfaqet nuk janë kongruente.

Ndërtimi bën më shumë sesa të prodhojë një kuriozitet numerik të vetëm. Toruset janë real‐
analitikë — po aq të rregullt sa gjeometria e përshkruarme seri fuqish, jo objekte të ashpra të qepura
pjesë‐pjesë — dhe autorët provojnë se, në rastin e përgjithshëm, shembujt e tyre nuk lidhen nga
asnjë izometri e ambientit. Ata gjithashtu deklarojnë se ndërtimi jep pafundësisht shumë çifte të
panumërueshme, sepse përmban një parametër funksional.

Rruga është teknike. Ajo përdor lidhjen mes çifteve Bonnet dhe sipërfaqeve izotermike, një klasë
sipërfaqesh me koordinata të veçanta të vijave të lakueshmërisë. Shembujt nisen nga toruse izoter‐
mike me një familje vijash planare të lakueshmërisë dhe më pas zbatohet një ndërtim që prodhon
çiftin Bonnet. Autorët thonë se qasja lindi nga eksperimente kompjuterike me një ndarje kuadratike
5×7 të një torusi, duke përdorur gjeometrinë diferenciale diskrete si udhërrëfyes drejt rezultatit të
lëmuar.

Rezultati vizual kuptohet më lehtë sesa prova. Dy toruset në punim kanë të dhëna gjeometrike që
përputhen, por vendosje globale dukshëm të ndryshme: në Figurën 1 të autorëve, “flluskat” emëdha
përkatëse janëmë afër njëra‐tjetrës në njërin torus sesa në tjetrin. Ky ndryshim i dukshëmnuk është
truk vizatimi. Teorema thotë se sipërfaqet nuk kanë të njëjtën formë në hapësirë, edhe pse të dhënat
lokale të zgjedhura përputhen.

[figure_pair pending]

Figura 1 e punimit tregon një shembull numerik të toruseve të çiftit Bonnet, të paraqitur këtu si figurë dyshe. Dy
panelet nuk janë dy pamje të të njëjtit torus: janë dy toruset e ndryshëm të çiftit. Vijat gri të rrjetës ndihmojnë
syrin të ndjekë koordinatat përkatëse të sipërfaqes, ndërsa vijat me ngjyra shënojnë unaza përkatëse të vijave
të lakueshmërisë. Pika e figurës është mospërputhja globale: flluskat e mëdha ndodhen në pozicione dukshëm
të ndryshme, megjithëse teorema thotë se të dy sipërfaqet kanë të njëjtën metrikë të brendshme dhe të njëjtën
lakueshmëri mesatare në pikat përkatëse.

Pse kjo nuk është kundërthënie

Rezultati nuk thotë se gjeometria është arbitrare ose se matjet janë të padobishme.

Ai thotë se një grup i caktuar i reduktuar të dhënash — metrika plus lakueshmëria mesatare — nuk
mjafton gjithmonë për të identifikuar në mënyrë unike një sipërfaqe kompakte. Teorema klasike e
plotë e unikësisë përdor informacionmë tëpasur për përkuljen. Lakueshmëriamesatare është vetëm
mesatarja e dy lakueshmërive kryesore. Tregon sa përkulet mesatarisht sipërfaqja në një pikë, por
nuk ruan të gjithë informacionin drejtimor të përkuljes.

Kjo dallim është i gjithë thelbi. Dy sipërfaqe mund të përputhen në distancat përgjatë sipërfaqes
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dhe në përkuljen mesatare në çdo pikë përkatëse, ndërsa ndryshojnë në mënyrën se si kjo përkulje
organizohet në hapësirë.

Punimi nuk thotë as se kjo paqartësi është tipike. Hyrja është e kujdesshme: në rastin e përgjithshëm,
metrika plus lakueshmëria mesatare e përcakton sipërfaqen. Çiftet Bonnet janë përjashtime. Vlera
e tyre është pikërisht se tregojnë se përjashtimi ekziston edhe në mjedisin kompakt, të lëmuar dhe
analitik ku pyetja kishte mbetur e hapur.

Cilat pyetje të vjetra mbyll

Pyetja e parë është Problemi Global i Bonnet‐it: a ekzistojnë dy zhytje kompakte, të lëmuara dhe
jo kongruente në hapësirën Euklidiane tridimensionale, të lidhura nga një izometri me të njëjtën
lakueshmëri mesatare në pikat përkatëse? Autorët përgjigjen po.

E dyta është problemi Cohn–Vossen–Berger: a ekzistojnë dy sipërfaqe kompakte analitike izometrike
në hapësirën Euklidiane tridimensionale që nuk lidhen nga një izometri e ambientit? Përsëri
përgjigjja është po, duke përdorur toruset analitikë të fituar me të njëjtin ndërtim.

Pjesa analitike ka rëndësi. Shembujt e mëparshëm të jo‐unikësisë për sipërfaqe kompakte mund të
mbështeteshin në rregullsi më të ulët ose në ndryshime lokale. Këta toruse nuk janë thjesht një
objekt i lëmuar ku është ndërruar një gungë në një pjesë. Punimi thekson se lagjet përkatëse nuk
janë askund lokalisht kongruente: ndryshimi është shpërndarë në gjithë ndërtimin, jo fshehur në
një “qepje” riparimi.

Pse ka rëndësi

Kjo është matematikë e pastër, por intuita është e gjerë. Një formëmund të duket e tejpërcaktuar në
një kuptim dhe ende të jetë e paidentifikuar në një tjetër. Nuk ka rëndësi vetëm sa të dhëna ke, por
nëse ato përmbajnë llojin e duhur të informacionit.

Metrika plus lakueshmëria mesatare duken të fuqishme sepse kombinojnë distancat e brendshme
me një masë të jashtme të përkuljes. Çifti kompakt Bonnet tregon boshllëkun: përkulja mesatare
nuk është e gjithë përkulja. Përputhja lokale nuk është gjithmonë identifikim global. As rregullsia
analitike nuk garanton në mënyrë magjike unikësinë.

Ky është një mësim i dobishëm edhe përtej kësaj teoreme. Në gjeometri, problemet inverse shpesh
pyesin nëse një grup matjesh e përcakton objektin që i prodhoi. Ky punim jep një përgjigje të re dhe
të mprehtë për një problem klasik të sipërfaqeve: jo gjithmonë, edhe kur objekti është kompakt, i
lëmuar dhe analitik.
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Përmbledhje e shkurtër

Bobenko, Hoffmann dhe Sageman‐Furnas ndërtojnë çiftet e para Bonnet kompakte: dy toruse të
lëmuar dhe jo kongruentë në R3 që lidhen nga një izometri dhe kanë të njëjtën lakueshmërimesatare
në pikat përkatëse. Shembujt e tyre janë real‐analitikë dhe, në rastin e përgjithshëm, nuk lidhen nga
asnjë izometri e ambientit, duke zgjidhur si Problemin Global të Bonnet‐it, ashtu edhe pyetjen anal‐
itike të unikësisë Cohn–Vossen–Berger siç formulohet në punim. Rezultati nuk e përmbys teorinë
klasike të sipërfaqeve; tregon se të dhënat e reduktuara të metrikës plus lakueshmërisë mesatare
nuk mjaftojnë gjithmonë për ta identifikuar në mënyrë unike një sipërfaqe kompakte.

Kontroll pa teprime

Çfarë tregon punimi: Ekzistojnë çifte Bonnet kompakte dhe të lëmuara. Më konkretisht, autorët
ndërtojnë në mënyrë të qartë toruse në R3 me të njëjtën metrikë dhe të njëjtin funksion të lakuesh‐
mërisë mesatare në pikat përkatëse, por që nuk janë kongruentë.

Çfarë është e besueshme, por jo thelbi: Që eksplorimi kompjuterik dhe gjeometria diskrete mund
të udhëheqin ndërtimin e rezultateve të vështira në gjeometrinë e lëmuar. Punimi thotë se kjo rrugë
ishte e rëndësishme, por rezultati mbështetet te prova, jo te figura numerike.

Çfarë nuk tregon: Që të gjitha ose shumica e sipërfaqeve janë të paqarta. Pohimi i përgjithshëm i
unikësisë mbetet pjesë e sfondit. Këto janë kundërshembuj të jashtëzakonshëm, por vendimtarë.

Kufizimet kryesore për një lexues të përgjithshëm: Prova është shumë teknike dhe i përket
gjeometrisë diferenciale: sipërfaqe izotermike, klasifikime të çifteve Bonnet, kushte periodike dhe
ndërtim analitik. Mund të kuptohet kuptimi i teoremës pa ndjekur gjithë aparatin teknik.

Sa besim duhet të ketë një lexues i përgjithshëm? Të lartë për formulimin e teoremës si rezultat
matematikor i rishikuar nga kolegët. Kujdesi i duhur është interpretues, jo provues: lexoje si “ky
grup i reduktuar të dhënash gjeometrike nuk e përcakton gjithmonë formën”, jo si “gjeometria nuk
mund t’i identifikojë format”.
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