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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

Dy toruse mund té kené té njéjeén gjeometri lokale

dhe prapé té jené forma té ndryshme

Njé ndértim né Publications mathématiques de 'IHES jep ciftet e para kompakte Bonnet: dy toruse
te lemuar, real-analitike ne hapesiren tridimensionale gé kane té njéjten metrike té brendshme dhe
te njejten lakueshmeri mesatare né pikat perkatese, por nuk jané e njéjta siperfaqe deri ne njé lévizje
te ngurte. Rezultati mbyll pyetje té vjetra té unikesisé né gjeometriné e sipérfaqeve dhe éshté nje
kundérshembull i sakte ndaj idesé joshese se mjaftueshem matje lokale duhet ta identifikojne nje
formé kompakte.
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Forma qé refuzon té identifikohet

Imagjino té matésh njé sipérfage pa pasur té drejté té dalésh jashté saj. Mund té matésh distancat
pérgjaté saj: sa larg éshté njé piké nga njé tjetér nése 1éviz vetém mbi veté sipérfagen. Kjo éshté
metrika e saj. Tani shto edhe njé matje nga jashté: né ¢do pikeé regjistro pérkuljen mesatare té sipér-
faqes, pra lakueshmériné mesatare.

Duket si shumé informacion. Pér shumeé sipérfaqe, edhe mjafton. Nése njeh distancat e brendshme
dhe funksionin e lakueshmérisé mesatare, éshté e natyrshme té mendosh se forma né hapésirén
tridimensionale duhet té jeté pércaktuar né ményreé unike.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann dhe Andrew Sageman-Furnas kané ndértuar tani sipérfaqe kom-
pakte g€ e rrézojné kété pritshméri. Punimi i tyre jep dy toruse — sipérfage né formé petulle me
vrimé, por jo toruse té zakonshém rrethoré — qé jané izometriké dhe kané té njéjtén lakueshmeéri
mesatare né pikat pérkatése, por nuk jané kongruenté. Nuk mund ta rrotullosh, zhvendosésh apo
pasqyrosh njérin gé té béhet tjetri. Jané zhytje vértet té ndryshme né hapésire.

Né gjuhén e fushés, ato jané ¢ifte Bonnet kompakte. Punimi i paraget si shembujt e paré té tillé.

Cili éshté problemi

Teoria klasike e sipérfageve ndan dy lloje informacioni.

Metrika té jep distancat e matura mbi sipérfaqe. Njé fleté e rrafshét e mbéshtjellé né cilindér ruan té
njéjtén metrikeé té brendshme: njé milingoné e vogél qé ecén mbi fleté nuk do ta zbulonte mbéshtjell-
jen vetém duke matur distanca. Forma e dyté themelore e ploté tregon shumeé mé tepér pér ményrén
si sipérfaqgja pérkulet né hapésiré. Teorema klasike e Bonnet-it thoté se, nése metrika dhe té€ dhénat
e plota té pérkuljes plotésojné kushtet e duhura té pajtueshmeérisé, zhytja pércaktohet deri né njé
lévizje té ngurté.

Por né vitin 1867 Pierre Ossian Bonnet ngriti njé pyetje mé té€ mprehté. Po sikur t€ dhénat pér pérkul-
jen té reduktohen? Meqé metrika tashmé pércakton lakueshmériné Gaussiane né ményre té brend-
shme, a mund té karakterizohet sipérfaqja vetém nga metrika dhe funksioni i lakueshmérisé mesa-
tare?

Né rastin e pérgjithshém, pérgjigjja éshté po. Kjo fjalé ka réndési. Gjeometria ka shpesh raste té
jashtézakonshme: sipérfaqe speciale ku pohimi i zakonshém i unikésisé déshton. Pyetja e hapur ishte
nése ekzistonin shembuj kompakté e té€ l1émuar ku metrika dhe lakueshméria mesatare pérputhen,
por sipérfaget nuk jané e njéjta formé né hapésiré.

Ky éshté Problemi Global i Bonnet-it. Punimi i ri jep pérgjigje me toruse.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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(;faré ndértuan autorét

Autorét ndértojné njé cift torusesh té lémuar né R3, té lidhur nga njé izometri g€ ruan lakueshmériné
mesatare. Kjo do té thoté se pikat pérkatése kané té njéjtat distanca té brendshme rreth tyre dhe té
njéjtén vleré té lakueshmérisé mesatare, por dy sipérfaqget nuk jané kongruente.

Ndértimi bén mé shumé sesa té prodhojé njé kuriozitet numerik té vetém. Toruset jané real-
analitiké — po aq té rregullt sa gjeometria e pérshkruar me seri fuqish, jo objekte té ashpra té qepura
pjesé-pjesé — dhe autorét provojné se, né rastin e pérgjithshém, shembujt e tyre nuk lidhen nga
asnjé izometri e ambientit. Ata gjithashtu deklarojné se ndértimi jep pafundésisht shumé cifte té
panumérueshme, sepse pérmban njé parametér funksional.

Rruga éshté teknike. Ajo pérdor lidhjen mes cifteve Bonnet dhe sipérfageve izotermike, njé klasé
sipérfagesh me koordinata té vecanta té vijave té lakueshmérisé€. Shembujt nisen nga toruse izoter-
mike me njé familje vijash planare té€ lakueshmérisé dhe mé pas zbatohet njé ndértim qé prodhon
ciftin Bonnet. Autorét thoné se qasja lindi nga eksperimente kompjuterike me njé ndarje kuadratike
5x7 té njé torusi, duke pérdorur gjeometriné diferenciale diskrete si udhérréfyes drejt rezultatit té
lémuar.

Rezultati vizual kuptohet mé lehté sesa prova. Dy toruset né punim kané té dhéna gjeometrike qé
pérputhen, por vendosje globale dukshém té ndryshme: né Figurén 1 té autoréve, “flluskat” e médha
pérkatése jané mé afér njéra-tjetrés né njérin torus sesa né tjetrin. Ky ndryshim i dukshém nuk éshté
truk vizatimi. Teorema thot€ se sipérfaget nuk kané té njéjtén formé né hapésiré, edhe pse té dhénat
lokale té zgjedhura pérputhen.

[figure_pair pending]

Figura 1 e punimit tregon njé shembull numerik té toruseve té ciftit Bonnet, té paragitur kétu si figuré dyshe. Dy
panelet nuk jané dy pamje té té njéjtit torus: jané dy toruset e ndryshém té ciftit. Vijat gri té rrjetés ndihmojné
syrin té ndjeké koordinatat pérkatése té sipérfages, ndérsa vijat me ngjyra shénojné unaza pérkatése té vijave
té lakueshmeérisé. Pika e figurés éshté mospérputhja globale: flluskat e médha ndodhen né pozicione dukshém
té ndryshme, megjithése teorema thoté se té dy sipérfaget kané té njéjtén metriké té brendshme dhe té njéjtén
lakueshméri mesatare né pikat pérkatése.

Pse kjo nuk éshté kundérthénie

Rezultati nuk thot€ se gjeometria €shté arbitrare ose se matjet jané té padobishme.

Ai thot€ se njé grup i caktuar i reduktuar té dhénash — metrika plus lakueshméria mesatare — nuk
mjafton gjithmoné pér té identifikuar né ményré unike njé sipérfaqge kompakte. Teorema klasike e
ploté e unikésisé pérdor informacion mé té pasur pér pérkuljen. Lakueshméria mesatare éshté vetém
mesatarja e dy lakueshmérive kryesore. Tregon sa pérkulet mesatarisht sipérfagja né njé piké, por
nuk ruan té gjithé informacionin drejtimor té pérkuljes.

Kjo dallim éshté i gjithé thelbi. Dy sipérfage mund té pérputhen né distancat pérgjaté sipérfages
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dhe né pérkuljen mesatare né ¢do piké pérkatése, ndérsa ndryshojné né ményreén se si kjo pérkulje
organizohet né hapésiré.

Punimi nuk thot€ as se kjo paqartési é€shteé tipike. Hyrja éshté e kujdesshme: né rastin e pérgjithshém,
metrika plus lakueshméria mesatare e pércakton sipérfagen. Ciftet Bonnet jané pérjashtime. Vlera
e tyre éshté pikérisht se tregojné se pérjashtimi ekziston edhe né mjedisin kompakt, t€ 1émuar dhe
analitik ku pyetja kishte mbetur e hapur.

Cilat pyetje té vjetra mbyll

Pyetja e paré éshté Problemi Global i Bonnet-it: a ekzistojné dy zhytje kompakte, té lémuara dhe
jo kongruente né hapésirén Euklidiane tridimensionale, té lidhura nga njé izometri me té njéjtén
lakueshméri mesatare né pikat pérkatése? Autorét pérgjigjen po.

E dyta éshté problemi Cohn-Vossen-Berger: a ekzistojné dy sipérfage kompakte analitike izometrike
né hapésirén Euklidiane tridimensionale gé nuk lidhen nga njé izometri e ambientit? Pérséri
pérgjigjja éshté po, duke pérdorur toruset analitiké té fituar me té njéjtin ndértim.

Pjesa analitike ka réndési. Shembujt e méparshém té jo-unikésisé pér sipérfage kompakte mund té
mbéshteteshin né rregullsi mé té ulét ose né ndryshime lokale. Kéta toruse nuk jané thjesht njé
objekt i lémuar ku éshté ndérruar njé gungé né njé pjesé. Punimi thekson se lagjet pérkatése nuk
jané askund lokalisht kongruente: ndryshimi éshté shpérndaré né gjithé ndértimin, jo fshehur né
njé “gepje” riparimi.

Pse ka réndési

Kjo éshté matematiké e pastér, por intuita éshté e gjeré. Njé formé mund té duket e tejpércaktuar né
njé kuptim dhe ende té jeté e paidentifikuar né njé tjetér. Nuk ka réndési vetém sa té dhéna ke, por
nése ato pérmbajné llojin e duhur té informacionit.

Metrika plus lakueshmeéria mesatare duken té fugishme sepse kombinojné distancat e brendshme
me njé masé té jashtme té pérkuljes. Cifti kompakt Bonnet tregon boshllékun: pérkulja mesatare
nuk éshté e gjithé pérkulja. Pérputhja lokale nuk éshté gjithmoné identifikim global. As rregullsia
analitike nuk garanton né ményré magjike unikésiné.

Ky éshté njé mésim i dobishém edhe pértej késaj teoreme. Né gjeometri, problemet inverse shpesh
pyesin nése njé grup matjesh e pércakton objektin qé i prodhoi. Ky punim jep njé pérgjigje té re dhe
té mprehté pér njé problem Kklasik té sipérfaqeve: jo gjithmoné, edhe kur objekti éshté kompakt, i
lémuar dhe analitik.
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Pérmbledhje e shkurtér

Bobenko, Hoffmann dhe Sageman-Furnas ndértojné ciftet e para Bonnet kompakte: dy toruse té
lémuar dhe jo kongruenté né R3 gé lidhen nga njé izometri dhe kané té njéjtén lakueshméri mesatare
né pikat pérkatése. Shembujt e tyre jané real-analitiké dhe, né rastin e pérgjithshém, nuk lidhen nga
asnjé izometri e ambientit, duke zgjidhur si Problemin Global té Bonnet-it, ashtu edhe pyetjen anal-
itike té€ unikésisé Cohn-Vossen-Berger si¢c formulohet né punim. Rezultati nuk e pérmbys teoriné
klasike té sipérfageve; tregon se té dhénat e reduktuara té metrikés plus lakueshmérisé mesatare
nuk mjaftojné gjithmoné pér ta identifikuar né ményré unike njé sipérfaqe kompakte.

Kontroll pa teprime

Cfaré tregon punimi: Ekzistojné cifte Bonnet kompakte dhe té 1émuara. Mé konkretisht, autorét
ndértojné né ményré té qarté toruse né R3 me té njéjtén metriké dhe té€ njéjtin funksion té lakuesh-
meérisé mesatare né pikat pérkatése, por qé nuk jané kongruenteé.

Cfaré éshté e besueshme, por jo thelbi: Qé eksplorimi kompjuterik dhe gjeometria diskrete mund
té udhéheqin ndértimin e rezultateve té véshtira né gjeometriné e lémuar. Punimi thoteé se kjo rrugé
ishte e réndésishme, por rezultati mbéshtetet te prova, jo te figura numerike.

Cfaré nuk tregon: Q€ té gjitha ose shumica e sipérfaqgeve jané té paqarta. Pohimi i pérgjithshém i
unikésisé mbetet pjesé e sfondit. Kéto jané kundérshembuj té jashtézakonshém, por vendimtaré.

Kufizimet kryesore pér njé lexues té pérgjithshém: Prova éshté shumé teknike dhe i pérket
gjeometrisé diferenciale: sipérfage izotermike, klasifikime té cifteve Bonnet, kushte periodike dhe
ndértim analitik. Mund té kuptohet kuptimi i teoremés pa ndjekur gjithé aparatin teknik.

Sa besim duhet té keté njé lexues i pérgjithshém? Té larté pér formulimin e teoremés si rezultat
matematikor i rishikuar nga kolegét. Kujdesi i duhur éshté interpretues, jo provues: lexoje si “ky
grup i reduktuar té dhénash gjeometrike nuk e pércakton gjithmoné formén”, jo si “gjeometria nuk
mund t'i identifikojé format”.
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