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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

Dva torusa mogu imati istu lokalnu geometriju, a ipak
biti razli¢iti oblici

Konstrukcija objavljena u Publications mathematiques de I'IHES daje prve kompaktne Bonnetove
parove: dva glatka, realno-analiticka torusa u trodimenzionalnom prostoru koji imaju istu un-
utrasnju metriku i istu srednju zakrivljenost u odgovarajucim tackama, ali nisu ista povrsina do
krutog kretanja. Rezultat zatvara stara pitanja jedinstvenosti u geometriji povrsina i precizan je
kontraprimer primamljivoj ideji da dovoljno lokalnih merenja mora jednoznacno odrediti kompak-
tan oblik.
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Oblik koji se ne da jednoznac¢no prepoznati

Zamislite da merite povrSinu, ali ne smete zakoraciti izvan nje. MoZete meriti udaljenosti duz
povrsine: koliko je jedna tacka udaljena od druge ako putujete po samoj povrsini. To je metrika
povrsine. Zatim dodajte joS jedno merenje izvana: u svakoj tacki zabeleZite prosecno savijanje
povrsine, njenu srednju zakrivljenost.

To zvuéi kao mnogo informacija. Za mnoge povrSine i je dovoljno. Ako poznajete unutrasnje udal-
jenosti i funkciju srednje zakrivljenosti, mogli biste ocekivati da je oblik u trodimenzionalnom pros-
toru time odreden.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann i Andrew Sageman-Furnas sada su konstruisali kompaktne
povrsine koje ruse to ocekivanje. Njihov rad daje dva torusa — povrSine u obliku krafne, premda
ne obi¢ne okrugle krafne — koji su izometricni i imaju istu srednju zakrivljenost u odgovarajuéim
tackama, ali nisu kongruentni. Jedan se ne moze rotacijom, translacijom ili preslikavanjem pretvoriti
u drugi. Rec je o zaista razli¢itim uronjenjima u prostoru.

U jeziku tog podrudéja to su kompaktni Bonnetovi parovi. Rad ih navodi kao prve takve primere.

U ¢emu je problem

Klasi¢na teorija povrsina razlikuje dve vrste informacija.

Metrika govori o udaljenostima izmerenima po povrsini. Ravni list papira smotan u cilindar zadrzava
istu unutras$nju metriku: mali mrav koji hoda po listu ne bi samo merenjem udaljenosti primetio
da je smotan. Puni drugi fundamentalni oblik govori mnogo viSe o tome kako se povrSina savija u
prostoru. Klasi¢ni Bonnetov teorem kaze da je, ako su metrika i potpuni podaci o savijanju u skladu
s odgovarajuéim jednacinama kompatibilnosti, uronjenje odredeno do krutog kretanja.

No Pierre Ossian Bonnet postavio je 1867. ostrije pitanje. Sto ako se podaci o savijanju redukuju?
Bududéi da metrika ve¢ intrinzi¢no odreduje Gaussovu zakrivljenost, moze li se povrSina odrediti
metrikom plus funkcijom srednje zakrivljenosti?

Genericki je odgovor da. Ta je reC vazna. Geometrija Cesto ima izuzetne slucajeve: posebne povrsine
na kojima uobicajena tvrdnja o jedinstvenosti ne vredi. Otvoreno je pitanje bilo da li postoje kompak-
tni glatki primeri u kojima se metrika i srednja zakrivljenost podudaraju, ali povrsine u prostoru nisu
iste.

To je globalni Bonnetov problem. Novi rad odgovara na njega pomocu torusa.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Sta su autori konstruisali

Autori konstruiSeju par glatkih torusa u R3 povezanih izometrijom koja ¢uva srednju zakrivljenost. To
znaci da odgovarajuce tacke imaju iste unutrasnje udaljenosti u svojoj okolini i istu vrednost srednje
zakrivljenosti, ali dva torusa nisu kongruentna.

Konstrukcija nije samo jedan numericki kuriozitet. Torusi su realno analiticki — regularni poput
geometrije definisane redovima potencija, a ne grubi objekti sastavljeni od zakrpa — i autori dokazuju
da njihovi primeri genericki nisu povezani nikakvom izometrijom okolnog prostora. Takode navode
da konstrukcija daje neprebrojivo mnogo takvih parova jer sadrzi funkcijski parametar.

Put do rezultata tehnicki je zahtevan. Koristi vezu izmedu Bonnetovih parovaiizotermiénih povrsina,
klase povrsina s posebnim koordinatama duz linija zakrivljenosti. Primeri nastaju polazeéi od
izotermic¢nih torusa s jednom porodici planarnih linija zakrivljenosti i primenom konstrukcije
koja proizvodi Bonnetov par. Autori kazu da je pristup izrastao iz racunarskih eksperimenata s 5x7
Cetvorougaonom dekompozicijom torusa, pri ¢emu je diskretna diferencijalna geometrija sluzila
kao putokaz prema glatkom rezultatu.

Vizuelni rezultat lakse je shvatiti od dokaza. Dva torusa u radu imaju iste odabrane geometrijske
podatke, ali vidljivo razlic¢it globalni smestaj: na slici 1 autora odgovarajudi veliki ,,mehuri” na jednom
su torusu bliZe jedan drugome nego na drugom. Ta vidljiva razlika nije trik crteza. Teorem kaze da
povrsine nisu isti oblik u prostoru, iako se odabrani lokalni podaci podudaraju.

[figure_pair pending]

Slika 1iz rada prikazuje numericki primer torusa koji ¢ine Bonnetov par, ovde kao uparenu sliku. Dve ploce nisu
dva pogleda na isti torus: to su dva razli€ita torusa u paru. Sive mrezne linije pomazu pratiti odgovarajuce
koordinate na povrsini, a obojene krivulje oznaCavaju odgovarajuce petlje linija zakrivljenosti. Bit slike je
globalno nepodudaranje: veliki mehuri nalaze se na vidljivo razli¢itim mestima iako teorem kaze da dva torusa
imaju istu unutrasnju metriku i istu srednju zakrivljenost u odgovarajucim tackama.

7.a8to to nije protivreénost

Rezultat ne kaze da je geometrija proizvoljna niti da su merenja beskorisna.

KazZe da odredeni redukovani skup podataka — metrika plus srednja zakrivljenost — nije uvek do-
voljan za jednoznac¢no prepoznavanje kompaktne povrsine. Puni klasi¢ni teorem jedinstvenosti ko-
risti bogatije podatke o savijanju. Srednja zakrivljenost samo je prosek dveju glavnih zakrivljenosti.
Govori koliko se povrsina u proseku savija u nekoj tacki, ali ne cuva sve informacije o savijanju po
smerovima.

Ta je razlika cela poenta. Dve povrSine mogu se podudarati u udaljenostima po povrsini i u pros-
eénom savijanju u svakoj odgovarajudoj tacki, a ipak se razlikovati u naéinu na koji je to savijanje
rasporedeno u prostoru.
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Rad takode ne tvrdi da je ta dvosmislenost tipi¢na. Uvod je oprezan: genericki, metrika plus srednja
zakrivljenost odreduje povrsinu. Bonnetovi parovi su izuzeci. Njihova je vrednost upravo u tome §to
pokazuju da izuzetak postoji u kompaktnom, glatkom i analitickom okruZenju u kojem je pitanje dugo
ostalo otvoreno.

Koj a stara pitanja zatvara

Prvo zatvoreno pitanje je globalni Bonnetov problem: da li postoje dva nekongruentna kompaktna
glatka uronjenja u trodimenzionalni euklidski prostor povezana izometrijom i s istom srednjom za-
krivljenos¢éu u odgovarajuéim tackama? Autori odgovaraju potvrdno.

Drugo je Cohn-Vossen-Bergerov problem: da li postoje dve izometricne kompaktne analiticke
povrsine u euklidskom troprostoru koje nisu povezane izometrijom okolnog prostora? Ponovo je
odgovor da, koriste¢i analiticke toruse dobijene istom konstrukcijom.

Analiticki deo je vaZan. Raniji primeri nejedinstvenosti za kompaktne povrsine mogli su se oslanjati
na nizu regularnost ili lokalne preinake. Ovi torusi nisu samo glatki objekti kojima je u jednoj zakrpi
zamenjena izbocina. Rad naglasava da odgovarajuce okoline nigde nisu lokalno kongruentne: razlika
je rasprostranjena kroz celu konstrukciju, a nije skrivena u Savu popravka.

7.a8to je to vazno

Ovo je ¢ista matematika, ali intuicija je Sira. Oblik moZe u jednom smislu biti preodreden, a u drugom
i dalje nedovoljno identifikovan. Nije vazno koliko podataka imate, nego sadrze li pravi tip informa-
cije.

Metrika plus srednja zakrivljenost deluju snazno jer kombinuju unutrasnje udaljenosti s spoljaSnjom
merom savijanja. Kompaktni Bonnetov par pokazuje prazninu: prosec¢no savijanje nije potpuno savi-
janje. Lokalno slaganje nije uvek isto Sto i globalna identifikacija. Analiticka regularnost nije carobno
garancija jedinstvenosti.

To je korisna pouka i izvan ovog teorema. U geometriji inverzni problemi Cesto pitaju da li skup
merenja odreduje objekt koji ih je proizveo. Ovaj rad daje oStar novi odgovor za jedan klasi¢an prob-
lem povrSina: ne uvek, cak ni kada je objekt kompaktan, gladak i analiticki.

Kratak rezime

Bobenko, Hoffmann i Sageman-Furnas konstruisali su prve kompaktne Bonnetove parove: dva
nekongruentna glatka torusa u R3 koji su povezani izometrijom i imaju istu srednju zakrivljenost
u odgovaraju¢im tackama. Njihovi su primeri realno analiti¢ki i genericki nisu povezani nikakvom



THE CLEAN PAPER matematika

izometrijom okolnog prostora, ¢cime, prema formulaciji u radu, resavaju i globalni Bonnetov problem
i Cohn-Vossen-Bergerovo pitanje analiticke jedinstvenosti. Rezultat ne rusi klasi¢nu teoriju povrsina;
pokazuje da redukovani podaci metrika + srednja zakrivljenost nisu uvek dovoljni da jednoznacéno
odrede kompaktnu povrsinu.

Provera bez ulepéavanja

Sta rad pokazuje: Kompaktni glatki Bonnetovi parovi postoje. Konkretnije, autori eksplicitno kon-
struiSeju toruse u R3 s istom metrikom i funkcijom srednje zakrivljenosti u odgovarajuéim tackama,
ali koji nisu kongruentni.

Sta je verovatno, ali nije poenta: Da racunarno i diskretno-geometrijsko istraZivanje moze usmer-
avati teSke konstrukcije u glatkoj geometriji. Rad kaze da je taj put bio vazan, ali rezultat pociva na
dokazu, ne na numericékoj slici.

Sta ne pokazuje: Da su sve ili ve¢ina povrsina dvosmislene. Genericka tvrdnja o jedinstvenosti ostaje
deo pozadine. Ovo su izuzetni, ali odluc¢ujuéi protuprimeri.

Glavna ogranicenja za opSteg Citalaca: Dokaz je vrlo tehnicki i pripada diferencijalnoj geometriji:
izotermi¢ne povrsine, klasifikacije Bonnetovih parova, periodni uslovi i analitiéka konstrukcija.
Znacenje teorema moze se razumeti bez pracenja celog aparata.

Koliko poverenja treba imati opsti ¢italac? Visoko u samu tvrdnju teorema kao recenzirani matem-
aticki rezultat. Potreban oprez odnosi se na tumacenje, ne na dokaznu snagu: Citajte ga kao ,ovaj
redukovani skup geometrijskih podataka ne odreduje uvek oblik”, a ne kao ,geometrija ne moze
identifikovati oblike”.
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