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Dva torusa mogu imati istu lokalnu geometriju, a ipak
biti različiti oblici

Konstrukcija objavljena u Publications mathematiques de l’IHES daje prve kompaktne Bonnetove
parove: dva glatka, realno-analitička torusa u trodimenzionalnom prostoru koji imaju istu un-
utrašnju metriku i istu srednju zakrivljenost u odgovarajućim tačkama, ali nisu ista površina do
krutog kretanja. Rezultat zatvara stara pitanja jedinstvenosti u geometriji površina i precizan je
kontraprimer primamljivoj ideji da dovoljno lokalnih merenja mora jednoznačno odrediti kompak-
tan oblik.
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Oblik koji se ne da jednoznačno prepoznati

Zamislite da merite površinu, ali ne smete zakoračiti izvan nje. Možete meriti udaljenosti duž
površine: koliko je jedna tačka udaljena od druge ako putujete po samoj površini. To je metrika
površine. Zatim dodajte još jedno merenje izvana: u svakoj tački zabeležite prosečno savijanje
površine, njenu srednju zakrivljenost.

To zvuči kao mnogo informacija. Za mnoge površine i je dovoljno. Ako poznajete unutrašnje udal‐
jenosti i funkciju srednje zakrivljenosti, mogli biste očekivati da je oblik u trodimenzionalnom pros‐
toru time određen.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann i Andrew Sageman‐Furnas sada su konstruisali kompaktne
površine koje ruše to očekivanje. Njihov rad daje dva torusa — površine u obliku krafne, premda
ne obične okrugle krafne — koji su izometrični i imaju istu srednju zakrivljenost u odgovarajućim
tačkama, ali nisu kongruentni. Jedan se nemože rotacijom, translacijom ili preslikavanjempretvoriti
u drugi. Reč je o zaista različitim uronjenjima u prostoru.

U jeziku tog područja to su kompaktni Bonnetovi parovi. Rad ih navodi kao prve takve primere.

U čemu je problem

Klasična teorija površina razlikuje dve vrste informacija.

Metrika govori o udaljenostima izmerenima po površini. Ravni list papira smotan u cilindar zadržava
istu unutrašnju metriku: mali mrav koji hoda po listu ne bi samo merenjem udaljenosti primetio
da je smotan. Puni drugi fundamentalni oblik govori mnogo više o tome kako se površina savija u
prostoru. Klasični Bonnetov teorem kaže da je, ako su metrika i potpuni podaci o savijanju u skladu
s odgovarajućim jednačinama kompatibilnosti, uronjenje određeno do krutog kretanja.

No Pierre Ossian Bonnet postavio je 1867. oštrije pitanje. Što ako se podaci o savijanju redukuju?
Budući da metrika već intrinzično određuje Gaussovu zakrivljenost, može li se površina odrediti
metrikom plus funkcijom srednje zakrivljenosti?

Generički je odgovor da. Ta je reč važna. Geometrija često ima izuzetne slučajeve: posebne površine
na kojima uobičajena tvrdnja o jedinstvenosti ne vredi. Otvoreno je pitanje bilo da li postoje kompak‐
tni glatki primeri u kojima semetrika i srednja zakrivljenost podudaraju, ali površine u prostoru nisu
iste.

To je globalni Bonnetov problem. Novi rad odgovara na njega pomoću torusa.
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Šta su autori konstruisali

Autori konstruišeju par glatkih torusa uR3 povezanih izometrijomkoja čuva srednju zakrivljenost. To
znači da odgovarajuće tačke imaju iste unutrašnje udaljenosti u svojoj okolini i istu vrednost srednje
zakrivljenosti, ali dva torusa nisu kongruentna.

Konstrukcija nije samo jedan numerički kuriozitet. Torusi su realno analitički — regularni poput
geometrije definisane redovimapotencija, a ne grubi objekti sastavljeni od zakrpa— i autori dokazuju
da njihovi primeri generički nisu povezani nikakvom izometrijom okolnog prostora. Takođe navode
da konstrukcija daje neprebrojivo mnogo takvih parova jer sadrži funkcijski parametar.

Put do rezultata tehnički je zahtevan. Koristi vezu izmeđuBonnetovih parova i izotermičnih površina,
klase površina s posebnim koordinatama duž linija zakrivljenosti. Primeri nastaju polazeći od
izotermičnih torusa s jednom porodici planarnih linija zakrivljenosti i primenom konstrukcije
koja proizvodi Bonnetov par. Autori kažu da je pristup izrastao iz računarskih eksperimenata s 5x7
četvorougaonom dekompozicijom torusa, pri čemu je diskretna diferencijalna geometrija služila
kao putokaz prema glatkom rezultatu.

Vizuelni rezultat lakše je shvatiti od dokaza. Dva torusa u radu imaju iste odabrane geometrijske
podatke, ali vidljivo različit globalni smeštaj: na slici 1 autora odgovarajući veliki „mehuri” na jednom
su torusu bliže jedan drugome nego na drugom. Ta vidljiva razlika nije trik crteža. Teorem kaže da
površine nisu isti oblik u prostoru, iako se odabrani lokalni podaci podudaraju.

[figure_pair pending]

Slika 1 iz rada prikazuje numerički primer torusa koji čine Bonnetov par, ovde kao uparenu sliku. Dve ploče nisu
dva pogleda na isti torus: to su dva različita torusa u paru. Sive mrežne linije pomažu pratiti odgovarajuće
koordinate na površini, a obojene krivulje označavaju odgovarajuće petlje linija zakrivljenosti. Bit slike je
globalno nepodudaranje: veliki mehuri nalaze se na vidljivo različitim mestima iako teorem kaže da dva torusa
imaju istu unutrašnju metriku i istu srednju zakrivljenost u odgovarajućim tačkama.

Zašto to nije protivrečnost

Rezultat ne kaže da je geometrija proizvoljna niti da su merenja beskorisna.

Kaže da određeni redukovani skup podataka — metrika plus srednja zakrivljenost — nije uvek do‐
voljan za jednoznačno prepoznavanje kompaktne površine. Puni klasični teorem jedinstvenosti ko‐
risti bogatije podatke o savijanju. Srednja zakrivljenost samo je prosek dveju glavnih zakrivljenosti.
Govori koliko se površina u proseku savija u nekoj tački, ali ne čuva sve informacije o savijanju po
smerovima.

Ta je razlika cela poenta. Dve površine mogu se podudarati u udaljenostima po površini i u pros‐
ečnom savijanju u svakoj odgovarajućoj tački, a ipak se razlikovati u načinu na koji je to savijanje
raspoređeno u prostoru.
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Rad takođe ne tvrdi da je ta dvosmislenost tipična. Uvod je oprezan: generički, metrika plus srednja
zakrivljenost određuje površinu. Bonnetovi parovi su izuzeci. Njihova je vrednost upravo u tome što
pokazuju da izuzetak postoji u kompaktnom, glatkom i analitičkomokruženju u kojem je pitanje dugo
ostalo otvoreno.

Koja stara pitanja zatvara

Prvo zatvoreno pitanje je globalni Bonnetov problem: da li postoje dva nekongruentna kompaktna
glatka uronjenja u trodimenzionalni euklidski prostor povezana izometrijom i s istom srednjom za‐
krivljenošću u odgovarajućim tačkama? Autori odgovaraju potvrdno.

Drugo je Cohn‐Vossen‐Bergerov problem: da li postoje dve izometrične kompaktne analitičke
površine u euklidskom troprostoru koje nisu povezane izometrijom okolnog prostora? Ponovo je
odgovor da, koristeći analitičke toruse dobijene istom konstrukcijom.

Analitički deo je važan. Raniji primeri nejedinstvenosti za kompaktne površine mogli su se oslanjati
na nižu regularnost ili lokalne preinake. Ovi torusi nisu samo glatki objekti kojima je u jednoj zakrpi
zamenjena izbočina. Rad naglašava da odgovarajuće okoline nigde nisu lokalno kongruentne: razlika
je rasprostranjena kroz celu konstrukciju, a nije skrivena u šavu popravka.

Zašto je to važno

Ovo je čistamatematika, ali intuicija je šira. Oblikmože u jednom smislu biti preodređen, a u drugom
i dalje nedovoljno identifikovan. Nije važno koliko podataka imate, nego sadrže li pravi tip informa‐
cije.

Metrika plus srednja zakrivljenost deluju snažno jer kombinuju unutrašnje udaljenosti s spoljašnjom
merom savijanja. Kompaktni Bonnetov par pokazuje prazninu: prosečno savijanje nije potpuno savi‐
janje. Lokalno slaganje nije uvek isto što i globalna identifikacija. Analitička regularnost nije čarobno
garancija jedinstvenosti.

To je korisna pouka i izvan ovog teorema. U geometriji inverzni problemi često pitaju da li skup
merenja određuje objekt koji ih je proizveo. Ovaj rad daje oštar novi odgovor za jedan klasičan prob‐
lem površina: ne uvek, čak ni kada je objekt kompaktan, gladak i analitički.

Kratak rezime

Bobenko, Hoffmann i Sageman‐Furnas konstruisali su prve kompaktne Bonnetove parove: dva
nekongruentna glatka torusa u R3 koji su povezani izometrijom i imaju istu srednju zakrivljenost
u odgovarajućim tačkama. Njihovi su primeri realno analitički i generički nisu povezani nikakvom
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izometrijomokolnog prostora, čime, prema formulaciji u radu, rešavaju i globalni Bonnetov problem
i Cohn‐Vossen‐Bergerovo pitanje analitičke jedinstvenosti. Rezultat ne ruši klasičnu teoriju površina;
pokazuje da redukovani podaci metrika + srednja zakrivljenost nisu uvek dovoljni da jednoznačno
odrede kompaktnu površinu.

Provera bez ulepšavanja

Šta rad pokazuje: Kompaktni glatki Bonnetovi parovi postoje. Konkretnije, autori eksplicitno kon‐
struišeju toruse u R3 s istommetrikom i funkcijom srednje zakrivljenosti u odgovarajućim tačkama,
ali koji nisu kongruentni.

Šta je verovatno, ali nije poenta: Da računarno i diskretno‐geometrijsko istraživanje može usmer‐
avati teške konstrukcije u glatkoj geometriji. Rad kaže da je taj put bio važan, ali rezultat počiva na
dokazu, ne na numeričkoj slici.

Šta ne pokazuje:Da su sve ili većina površina dvosmislene. Generička tvrdnja o jedinstvenosti ostaje
deo pozadine. Ovo su izuzetni, ali odlučujući protuprimeri.

Glavna ograničenja za opšteg čitalaca: Dokaz je vrlo tehnički i pripada diferencijalnoj geometriji:
izotermične površine, klasifikacije Bonnetovih parova, periodni uslovi i analitička konstrukcija.
Značenje teorema može se razumeti bez praćenja celog aparata.

Koliko poverenja treba imati opšti čitalac? Visoko u samu tvrdnju teorema kao recenzirani matem‐
atički rezultat. Potreban oprez odnosi se na tumačenje, ne na dokaznu snagu: čitajte ga kao „ovaj
redukovani skup geometrijskih podataka ne određuje uvek oblik”, a ne kao „geometrija ne može
identifikovati oblike”.
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