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แม่นยำต่อความคิดชวนเชื่อว่า เมื่อวัดเฉพาะที่ได้มากพอ ก็ต้องระบุรูปร่างกะทัดรัดได้แน่นอน
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รูปร่างที่ยืนยันตัวตนไม่ได้แม้จะวัดไปมากแล้ว

ลองจินตนาการว่าคุณต้องวัดพื้นผิวโดยห้ามก้าวออกไปข้างนอกมัน คุณวัดระยะทาง ตามพื้นผิว ได้: ถ้าจะเดินบนพื้นผิวจากจุด
หนึ่งไปอีกจุดหนึ่งไกลแค่ไหน นั่นคือเมตริกของพื้นผิว ทีนี้เพิ่มการวัดจากภายนอกอีกอย่าง: ที่ทุกจุด บันทึกค่าการโค้งเฉลี่ยของ
พื้นผิว หรือ mean curvature

ฟังดูเหมือนข้อมูลเยอะมาก และสำหรับพื้นผิวจำนวนมาก มันก็เพียงพอ ถ้าคุณรู้ทั้งระยะทางภายในพื้นผิวและฟังก์ชัน mean cur-
vature ก็เป็นธรรมชาติที่จะคาดว่ารูปร่างในปริภูมิสามมิติถูกกำหนดจนแทบไม่มีทางเลือกอื่น

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann และ Andrew Sageman-Furnas สร้างพื้นผิวกะทัดรัดที่ทำให้ความคาดหวังนั้นพังลง
งานของพวกเขาให้ทอรัสสองผิว— รูปร่างคล้ายโดนัท แต่ไม่ใช่โดนัทกลมธรรมดา— ที่เป็น isometric และมี mean curvature
เท่ากันในจุดที่สอดคล้องกัน แต่ไม่ congruent กัน คุณไม่สามารถหมุน เลื่อน หรือสะท้อนผิวหนึ่งให้กลายเป็นอีกผิวได้ มันคือ
การฝัง/จุ่มพื้นผิวในปริภูมิที่ต่างกันจริง

ในภาษาของสาขานี้ พวกมันคือ compact Bonnet pairs และงานวิจัยระบุว่านี่เป็นตัวอย่างแรกที่รู้จัก

ปัญหาคืออะไร

ทฤษฎีพื้นผิวแบบคลาสสิกแยกข้อมูลออกเป็นสองประเภท

เมตริกบอกระยะทางที่วัด บน พื้นผิว กระดาษแบนที่ม้วนเป็นทรงกระบอกยังคงเมตริกภายในเดิม: มดตัวเล็กที่เดินบนกระดาษจะ
ตรวจไม่พบว่ากระดาษถูกม้วน ถ้าวัดเพียงระยะทาง ส่วน second fundamental form เต็มรูปให้ข้อมูลมากกว่านั้นมากเกี่ยวกับ
ว่าพื้นผิวโค้งในปริภูมิอย่างไร ทฤษฎีบทของ Bonnet แบบคลาสสิกบอกว่า เมื่อมีเมตริกและข้อมูลการโค้งครบถ้วนที่เป็นไปตาม
สมการความเข้ากันได้ที่ถูกต้อง การ immersion จะถูกกำหนดจนเหลือเพียง rigid motion

แต่ในปี 1867 Pierre Ossian Bonnet ถามคำถามที่คมกว่า ถ้าลดข้อมูลการโค้งลงล่ะ? ในเมื่อเมตริกกำหนด Gaussian curva-
ture จากภายในอยู่แล้ว เราจะระบุพื้นผิวได้ด้วยเมตริกบวกฟังก์ชัน mean curvature หรือไม่?

โดยทั่วไป คำตอบคือได้ คำว่า “โดยทั่วไป” สำคัญมาก เรขาคณิตมักมีกรณีพิเศษ: พื้นผิวบางชนิดที่ข้อความเอกลักษณ์ตามปกติ
ใช้ไม่ได้ คำถามที่เปิดค้างคือ มีตัวอย่างเรียบและกะทัดรัดหรือไม่ ซึ่งเมตริกกับ mean curvature ตรงกัน แต่พื้นผิวในปริภูมิจริง
กลับไม่เหมือนกัน

นี่คือ Global Bonnet Problem งานใหม่ตอบคำถามนี้ด้วยทอรัส

ผู้เขียนสร้างอะไร

ผู้เขียนสร้างทอรัสเรียบคู่หนึ่งใน R3 ที่สัมพันธ์กันด้วย isometry ซึ่งรักษา mean curvature กล่าวคือ จุดที่สอดคล้องกันมีระยะ
ทางภายในเหมือนกัน และมีค่า mean curvature เท่ากัน แต่พื้นผิวทั้งสองไม่ congruent

การก่อสร้างนี้มากกว่าการสร้างสิ่งแปลกประหลาดเชิงตัวเลขเพียงตัวอย่างเดียว ทอรัสเป็น real analytic — มีความเรียบเป็น
ระเบียบระดับเรขาคณิตที่อธิบายด้วยอนุกรมกำลัง ไม่ใช่ชิ้นส่วนหยาบ ๆ ที่ปะเข้าด้วยกัน — และผู้เขียนพิสูจน์ว่าโดยทั่วไป
ตัวอย่างของพวกเขาไม่สัมพันธ์กันด้วย ambient isometry ใด ๆ พวกเขายังระบุว่าการก่อสร้างให้คู่แบบนี้ได้จำนวนไม่อาจนับ
ได้ เพราะมีพารามิเตอร์ที่เป็นฟังก์ชัน
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เส้นทางพิสูจน์มีเทคนิคสูง ใช้ความสัมพันธ์ระหว่าง Bonnet pairs กับ isothermic surfaces ซึ่งเป็นกลุ่มพื้นผิวที่มีพิกัดพิเศษ
ตามเส้นความโค้ง ตัวอย่างเกิดจากเริ่มด้วย isothermic tori ที่มีเส้นความโค้งครอบครัวหนึ่งเป็นเส้นในระนาบ แล้วใช้การ
ก่อสร้างที่ผลิต Bonnet pair ผู้เขียนบอกว่าแนวทางนี้เติบโตจากการทดลองเชิงคำนวณกับการแบ่งทอรัสเป็น quad ขนาด 5x7
โดยใช้ discrete differential geometry เป็นเข็มทิศนำไปสู่ผลแบบ smooth

ผลทางภาพเข้าใจง่ายกว่าบทพิสูจน์ ทอรัสสองผิวในงานมีข้อมูลเรขาคณิตที่ตรงกัน แต่การวางตัวทั่วทั้งผิวแตกต่างกันอย่างเห็น
ได้ชัด: ใน Figure 1 ของผู้เขียน “ปุ่ม” ขนาดใหญ่ที่สอดคล้องกันอยู่ใกล้กันกว่าในทอรัสผิวหนึ่งเมื่อเทียบกับอีกผิว ความต่าง
ที่มองเห็นนี้ไม่ใช่กลลวงจากการวาด ทฤษฎีบทบอกว่าพื้นผิวมีรูปร่างในปริภูมิไม่เหมือนกันจริง แม้ข้อมูลเฉพาะที่ที่เลือกจะตรง
กัน

[figure_pair pending]

Figure 1 จากงานแสดงตัวอย่างเชิงตัวเลขของทอรัส Bonnet pair ในรูปคู่ สองแผงนี้ไม่ใช่มุมมองสองด้านของทอรัสผิวเดียว แต่เป็นทอรัส
สองผิวที่ต่างกันในคู่ เส้นตาข่ายสีเทาช่วยให้ตามพิกัดบนพื้นผิวที่สอดคล้องกันได้ ส่วนเส้นสีแสดงวงเส้นความโค้งที่สอดคล้องกัน จุดสำคัญ
ของภาพคือความไม่ตรงกันในระดับทั่วทั้งผิว: ปุ่มขนาดใหญ่อยู่ในตำแหน่งต่างกันอย่างเห็นได้ชัด แม้ทฤษฎีบทบอกว่าทั้งสองผิวมีเมตริก
ภายในเดียวกันและ mean curvature เท่ากันในจุดที่สอดคล้องกัน

ทำไมนี่จึงไม่ใช่ความขัดแย้ง

ผลนี้ไม่ได้บอกว่าเรขาคณิตไม่มีข้อจำกัด หรือการวัดไม่มีประโยชน์

มันบอกเพียงว่าชุดข้อมูลที่ลดรูปชนิดหนึ่ง — เมตริกบวก mean curvature — ไม่ได้เพียงพอเสมอไปที่จะระบุพื้นผิวกะทัดรัด
อย่างเป็นเอกลักษณ์ ทฤษฎีเอกลักษณ์แบบคลาสสิกเต็มรูปใช้ข้อมูลการโค้งที่ละเอียดกว่า Mean curvature เป็นเพียงค่าเฉลี่ย
ของ principal curvatures สองค่า มันบอกว่าพื้นผิวโค้งโดยเฉลี่ยที่จุดหนึ่งมากแค่ไหน แต่ไม่ได้เก็บข้อมูลการโค้งตามทิศทาง
ทั้งหมด

ความแตกต่างนี้คือหัวใจของเรื่อง พื้นผิวสองผิวสามารถมีระยะทางตามพื้นผิวเท่ากัน และมีการโค้งเฉลี่ยเท่ากันในทุกคู่จุดที่
สอดคล้องกัน แต่จัดองค์ประกอบการโค้งนั้นในปริภูมิแตกต่างกัน

งานนี้ก็ไม่ได้บอกว่าความกำกวมแบบนี้เป็นเรื่องทั่วไป บทนำระมัดระวัง: โดยทั่วไป เมตริกบวก mean curvature กำหนดพื้นผิว
ได้ Bonnet pairs เป็นกรณีพิเศษ คุณค่าของมันอยู่ตรงที่แสดงว่าข้อยกเว้นนั้น มีอยู่จริง ในกรณีกะทัดรัด เรียบ และ analytic ซึ่ง
เป็นจุดที่คำถามยังค้างมานาน

คำถามเก่าอะไรที่งานนี้ปิดได้

คำถามแรกคือ Global Bonnet Problem: มี immersion เรียบและกะทัดรัดสองผิวในปริภูมิยุคลิดสามมิติหรือไม่ ที่ไม่ congru-
ent กัน แต่สัมพันธ์ด้วย isometry และมี mean curvature เท่ากันในจุดที่สอดคล้องกัน? ผู้เขียนตอบว่า มี

คำถามที่สองคือปัญหา Cohn-Vossen-Berger: มีพื้นผิว analytic กะทัดรัดสองผิวใน Euclidean three-space ที่ isometric กัน
แต่ไม่สัมพันธ์ด้วย ambient isometry หรือไม่? อีกครั้ง คำตอบคือมี โดยใช้ทอรัส analytic จากการก่อสร้างเดียวกัน

ส่วน analytic สำคัญ เพราะตัวอย่าง non-uniqueness เก่าบางชนิดของพื้นผิวกะทัดรัดอาศัยความเรียบระดับต่ำกว่า หรือการปรับ
แก้เฉพาะที่ ทอรัสเหล่านี้ไม่ใช่วัตถุเรียบที่แค่สลับปุ่มหนึ่งก้อนใน patch เล็ก ๆ งานย้ำว่าบริเวณใกล้เคียงที่สอดคล้องกันไม่มีจุด
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ไหน congruent กันในเชิงเฉพาะที่ ความต่างกระจายอยู่ทั่วการก่อสร้าง ไม่ได้ซ่อนอยู่ที่รอยปะ

ทำไมจึงสำคัญ

นี่คือคณิตศาสตร์บริสุทธิ์ แต่สัญชาตญาณกว้างกว่านั้น รูปร่างหนึ่งอาจดูเหมือนมีข้อมูลเกินพอในความหมายหนึ่ง แต่ยังระบุไม่
ได้ในอีกความหมายหนึ่ง สิ่งสำคัญไม่ใช่แค่ว่าคุณมีข้อมูลมากแค่ไหน แต่ข้อมูลนั้นมี ชนิด ที่ถูกต้องหรือไม่

เมตริกบวก mean curvature ดูแข็งแรง เพราะรวมทั้งระยะทางภายในกับมาตรวัดการโค้งจากภายนอก Compact Bonnet pair
แสดงช่องว่างนี้ชัดเจน: การโค้งเฉลี่ยไม่ใช่ข้อมูลการโค้งทั้งหมด การตรงกันเฉพาะที่ไม่ได้รับประกันการระบุรูปร่างทั่วทั้งผิว และ
ความเป็น analytic ก็ไม่ใช่คำรับประกันเอกลักษณ์แบบวิเศษ

นี่เป็นบทเรียนที่ใช้ได้เกินกว่าทฤษฎีบทนี้ ในเรขาคณิต inverse problems มักถามว่า ชุดการวัดหนึ่ง ๆ กำหนดวัตถุที่สร้างการวัด
นั้นได้หรือไม่ งานนี้ให้คำตอบใหม่ที่คมสำหรับปัญหาพื้นผิวคลาสสิกหนึ่งข้อ: ไม่เสมอไป แม้วัตถุจะกะทัดรัด เรียบ และ analytic

สรุป

Bobenko, Hoffmann และ Sageman-Furnas สร้าง compact Bonnet pairs ชุดแรก: ทอรัสเรียบสองผิวใน R3 ที่ไม่ con-
gruent กัน แต่สัมพันธ์ด้วย isometry และมี mean curvature เท่ากันในจุดที่สอดคล้องกัน ตัวอย่างเป็น real analytic และโดย
ทั่วไปไม่สัมพันธ์กันด้วย ambient isometry ใด ๆ จึงแก้ทั้ง Global Bonnet Problem และคำถามเอกลักษณ์เชิง analytic ของ
Cohn-Vossen-Berger ตามที่งานระบุ ผลนี้ไม่ได้ล้มทฤษฎีพื้นผิวแบบคลาสสิก แต่แสดงว่าข้อมูลที่ลดรูปเหลือเมตริกบวก mean
curvature ไม่ได้เพียงพอเสมอไปที่จะระบุพื้นผิวกะทัดรัดอย่างเป็นเอกลักษณ์

ประเมินแบบไม่เกินจริง

งานวิจัยแสดงอะไร: compact smooth Bonnet pairs มีอยู่จริง โดยผู้เขียนสร้างทอรัสใน R3 ที่มีเมตริกและฟังก์ชัน mean
curvature เท่ากันในจุดที่สอดคล้องกัน แต่ไม่ congruent กันอย่างชัดเจน

อะไรที่เป็นไปได้แต่ไม่ใช่ประเด็นหลัก: การสำรวจด้วยคอมพิวเตอร์และ discrete geometry สามารถช่วยนำทางการ
ก่อสร้าง smooth ที่ยากได้ งานระบุว่าเส้นทางนี้สำคัญ แต่ผลลัพธ์ตั้งอยู่บนบทพิสูจน์ ไม่ใช่ภาพเชิงตัวเลข

งานวิจัยไม่ได้แสดงอะไร: ไม่ได้แสดงว่าพื้นผิวทั้งหมดหรือส่วนใหญ่กำกวม ข้อความเอกลักษณ์แบบ generic ยังเป็นส่วน
หนึ่งของพื้นฐาน ตัวอย่างเหล่านี้เป็นข้อยกเว้น แต่เป็น counterexample ที่ตัดสินคำถามได้

ข้อจำกัดสำหรับผู้อ่านทั่วไป: บทพิสูจน์มีเทคนิคสูงและอยู่ใน differential geometry: isothermic surfaces การจัดจำแนก
Bonnet pair เงื่อนไข period และการก่อสร้าง analytic ผู้อ่านสามารถเข้าใจความหมายของทฤษฎีบทได้โดยไม่ต้องตามกลไก
ทั้งหมด

ผู้อ่านทั่วไปควรมั่นใจแค่ไหน? สูงต่อข้อความทฤษฎีบทในฐานะผลคณิตศาสตร์ที่ผ่าน การประเมินโดยผู้ทรงคุณวุฒิ ข้อควร
ระวังคือการตีความ ไม่ใช่หลักฐาน: ให้อ่านว่า “ข้อมูลเรขาคณิตแบบลดรูปนี้ไม่ได้กำหนดรูปร่างเสมอไป” ไม่ใช่ “เรขาคณิตระบุ
รูปร่างไม่ได้”
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