
WHAT THE PAPER SAYS ·WHAT IT DOESN’T ·WHY IT MATTERS

İki torus aynı yerel geometriyi paylaşabilir ve yine de
farklı şekiller olabilir

Publications mathematiques de l’IHES’te yayımlanan bir inşa, ilk kompakt Bonnet çiftlerini
sunuyor: üç boyutlu uzayda aynı içsel metriğe ve karşılık gelen noktalarda aynı ortalama eğriliğe
sahip, düzgün ve gerçel analitik iki torus; buna karşın rijit bir hareket dışında aynı yüzey değiller.
Sonuç, yüzey geometrisindeki eski teklik sorularını çözüyor ve cazip bir düşünceye kesin bir
karşı örnek oluşturuyor: yeterince çok yerel ölçümün kompakt bir şekli tanımlaması gerektiği
düşüncesine.
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Tanımlanmaya direnen şekil

Bir yüzeyi, dışına çıkmanıza izin verilmeden ölçtüğünüzü düşünün. Yüzey boyunca mesafeleri
ölçebilirsiniz: yüzey üzerinde ilerlediğinizde bir noktanın diğerinden ne kadar uzakta olduğunu.
Bu, yüzeyin metriğidir. Şimdi dışarıdan bir ölçüm daha ekleyin: her noktada yüzeyin ortalama
bükülmesini, yani ortalama eğriliğini kaydedin.

Bu, çok fazla bilgi gibi görünüyor. Pek çok yüzey için gerçekten de yeterlidir. İçsel mesafeleri ve orta‐
lama eğrilik fonksiyonunu biliyorsanız, yüzeyin üç boyutlu uzaydaki şeklinin belirlenmesini bekleye‐
bilirsiniz.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann ve Andrew Sageman‐Furnas şimdi bu beklentiyi boşa çıkaran
kompakt yüzeyler inşa etti. Makaleleri, kongruent olmayan, ancak izometrik olan ve karşılık gelen
noktalarda aynı ortalama eğriliğe sahip iki torus — çörek biçimli yüzeyler, ancak sıradan yuvarlak
çörekler değil — sunuyor. Bunlardan birini diğerine döndürerek, öteleyerek veya yansıtarak çakıştıra‐
mazsınız. Bunlar uzaydaki gerçekten farklı immersiyonlardır.

Matematik terminolojisiyle bunlar, kompakt Bonnet çiftleridir. Makale, bunların bu türdeki ilk
örnekler olduğunu belirtiyor.

Sorun nedir?

Klasik yüzey teorisi iki tür bilgiyi birbirinden ayırır.

Metrik, yüzey üzerinde ölçülen mesafeleri size söyler. Silindir biçiminde yuvarlanmış düz bir
levha aynı içsel metriği korur: levhanın üzerinde yürüyen küçük bir karınca, yalnızca mesafeleri
ölçerek yuvarlanmayı fark etmez. İkinci temel formun tamamı, yüzeyin uzayda nasıl büküldüğü
hakkında çok daha fazla bilgi verir. Klasik Bonnet teoremi, metrikle uyumlu denklemleri sağlayan
tam bükülme verileri verildiğinde, immersiyonun bir rijit hareket dışında belirlendiğini söyler.

Ancak 1867’de Pierre Ossian Bonnet daha keskin bir soru sordu. Bükülme verileri azaltılırsa ne olur?
Metrik Gauss eğriliğini zaten içsel olarak belirlediğine göre, bir yüzey metrik ve ortalama eğrilik
fonksiyonu kullanılarak karakterize edilebilir mi?

Genel olarak yanıt evettir. Buradaki “genel olarak” ifadesi önemlidir. Geometride çoğu zaman istis‐
nai durumlar vardır: olağan teklik önermesinin geçersiz olduğu özel yüzeyler. Açık soru, metrik ve
ortalama eğriliğin uyuştuğu, ancak yüzeylerin uzayda aynı olmadığı kompakt, düzgün örneklerin var
olup olmadığıydı.

Bu, Global Bonnet Problemi’dir. Yeni makale bu problemi toruslarla yanıtlıyor.
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Yazarlar ne inşa etti?

Yazarlar, ortalama eğriliği koruyanbir izometriyle ilişkili bir çift düzgün torus inşa ediyor. Bu, karşılık
gelen noktaların çevrelerindeki aynı içsel mesafelere ve aynı ortalama eğrilik değerine sahip olduğu,
ancak iki yüzeyin kongruent olmadığı anlamına gelir.

İnşa, tek bir sayısal örnekten fazlasını ortaya koyuyor. Toruslar gerçel analitiktir — kaba biçimde ya‐
malanmış nesneler değil, kuvvet serisi geometrisi kadar düzenlidirler — ve yazarlar, genel durumda
örneklerinin herhangi bir ortam izometrisiyle ilişkili olmadığını kanıtlıyor. Ayrıca inşalarının, bir
fonksiyon parametresi içerdiği için bu türden sayılamaz çoklukta çift verdiğini belirtiyorlar.

İzlenen yol tekniktir. Bonnet çiftleri ile özel eğrilik çizgisi koordinatlarına sahip yüzeylerden oluşan
bir sınıf olan izotermik yüzeyler arasındaki ilişkiden yararlanır. Örnekler, eğrilik çizgilerinden bir
ailesi düzlemsel olan izotermik toruslardan başlanması ve Bonnet çiftini üreten bir inşanın uygu‐
lanmasıyla ortaya çıkıyor. Yazarlar, bu yaklaşımın, sürekli sonuca ulaşan süreçte ayrık diferansiyel
geometriyi rehber olarak kullanan, bir torusun 5x7 dörtgen ayrışımıyla yapılanhesaplamalı deneyler‐
den doğduğunu söylüyor.

Görsel sonuç, kanıttan daha kolay kavranıyor. Makaledeki iki torus karşılık gelen geometrik verilere
sahip, ancak uzaydaki küresel yerleşimleri gözle görülür biçimde farklı: yazarların Figure 1’inde
karşılık gelen büyük “kabarcıklar” bir torusta diğerine kıyasla birbirine daha yakın duruyor. Bu
görünür fark bir çizim hilesi değil. Teorem, seçilen yerel veriler uyuşsa bile yüzeylerin uzayda aynı
şekil olmadığını söylüyor.

[figure_pair pending]

Makaledeki Figure 1, burada ikili bir şekil olarak gösterilen Bonnet çifti toruslarının sayısal bir örneğini sunuyor.
İki panel aynı torusun iki farklı görünümü değil: çifti oluşturan iki farklı torusu gösteriyorlar. Gri ağ çizgileri,
karşılık gelen yüzey koordinatlarını gözün takip etmesine yardımcı olurken renkli eğriler, karşılık gelen eğrilik
çizgisi halkalarını işaretliyor. Görselin amacı küresel uyumsuzluğu göstermek: büyük kabarcıklar gözle görülür
biçimde farklı konumlarda duruyor, ancak teorem iki yüzeyin karşılık gelen noktalarda aynı içsel metriğe ve aynı
ortalama eğriliğe sahip olduğunu söylüyor.

Bu neden bir çelişki değil?

Sonuç, geometrinin keyfî olduğunu veya ölçümlerin işe yaramadığını söylemiyor.

Söylediği şey, belirli bir indirgenmiş veri kümesinin — metrik ve ortalama eğriliğin — kompakt bir
yüzeyi benzersiz biçimde tanımlamak için her zaman yeterli olmadığıdır. Tam klasik teklik teoremi,
daha zengin bükülme bilgileri kullanır. Ortalama eğrilik, iki asal eğriliğin yalnızca ortalamasıdır. Bir
noktada yüzeyin ortalama olarak ne kadar büküldüğünü söyler, ancak yönlere bağlı tüm bükülme
bilgisini korumaz.

Bütün mesele bu ayrımdır. İki yüzey, yüzey boyunca mesafeler ve karşılık gelen her noktadaki or‐
talama bükülme bakımından uyuşabilir, ancak bu bükülmenin uzayda düzenlenme biçimleri farklı
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olabilir.

Makale ayrıca bu belirsizliğin tipik olduğunu da söylemiyor. Giriş bölümü bu konuda dikkatli: genel
olarak metrik ile ortalama eğrilik bir yüzeyi belirler. Bonnet çiftleri istisnaidir. Değerleri tam olarak,
istisnanın kompakt, düzgün ve analitik bağlamda ortaya çıkabileceğini göstermelerinden gelir.

Hangi eski soruları çözüyor?

İlk yanıtlanan soruGlobal Bonnet Problemi’dir: karşılık gelennoktalarda aynı ortalamaeğriliğe sahip,
bir izometriyle ilişkili ve kongruent olmayan iki kompakt düzgün immersiyon, üç boyutlu Öklid uza‐
yında var mıdır? Yazarların yanıtı evettir.

İkincisi Cohn‐Vossen‐Berger problemidir: üç boyutlu Öklid uzayında, bir ortam izometrisiyle ilişkili
olmayan, izometrik iki kompakt analitik yüzey var mıdır? Burada da aynı inşayla elde edilen analitik
toruslar kullanılarak yanıt evettir.

Analitik kısım önemlidir. Kompakt yüzeyler için daha önceki, tekliğin geçerli olmadığı örnekler
daha düşük düzgünlüğe veya yerel değişikliklere dayanabiliyordu. Bu toruslar, yalnızca bir yamadaki
tümseği değiştirilmiş düzgün nesneler değildir. Makale, karşılık gelen komşulukların hiçbir yerde
yerel olarak kongruent olmadığını vurguluyor: fark bir onarım dikişinde gizli değil, inşanın geneline
yayılmış durumda.

Neden önemli?

Bu saf matematiktir, ancak sezgisi daha geniş kapsamlıdır. Bir şekil bir bakımdan gereğinden fa‐
zla belirlenmiş, başka bir bakımdan ise hâlâ yeterince tanımlanmamış olabilir. Önemli olan sahip
olduğunuz verinin miktarı değil, verinin doğru türde bilgiyi içerip içermediğidir.

Metrik ile ortalama eğriliğin birleşimi güçlü hissettirir, çünkü içsel mesafeleri dışsal bir bükülme
ölçüsüyle bir araya getirir. Kompakt Bonnet çifti aradaki boşluğu gösteriyor: ortalama bükülme, tam
bükülme değildir. Yerel uyuşma, her zaman küresel çakışma anlamına gelmez. Analitik düzgünlük,
sihirli bir teklik güvencesi değildir.

Bu teoremin ötesinde de yararlı bir ders var. Geometride ters problemler çoğu zaman bir ölçüm
kümesinin, bu ölçümleri üreten nesneyi belirleyip belirlemediğini sorar. Bumakale, klasik bir yüzey
problemi için net ve güçlü bir yeni yanıt veriyor: nesne kompakt, düzgün ve analitik olsa bile her
zaman değil.
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Kısa özet

Bobenko, Hoffmann ve Sageman‐Furnas ilk kompakt Bonnet çiftlerini inşa ediyor: bir izometriyle
ilişkili olan ve karşılık gelen noktalarda aynı ortalama eğriliğe sahip, ancak kongruent olmayan
iki düzgün torus R3’te bulunuyor. Örnekleri gerçel analitik ve genel durumda herhangi bir ortam
izometrisiyle ilişkili değil; böylece makalede ifade edildiği üzere hem Global Bonnet Problemi’ni
hem de Cohn‐Vossen‐Berger analitik teklik sorusunu çözüyorlar. Sonuç, klasik yüzey teorisini
geçersiz kılmıyor; metrik ile ortalama eğrilikten oluşan indirgenmiş verinin kompakt bir yüzeyi
benzersiz biçimde tanımlamak için her zaman yeterli olmadığını gösteriyor.

Abartısız değerlendirme

Makalenin gösterdiği: Kompakt düzgün Bonnet çiftleri vardır. Daha özel olarak yazarlar, karşılık
gelen noktalarda aynı metriğe ve ortalama eğrilik fonksiyonuna sahip, ancak kongruent olmayan
torusları R3’te açıkça inşa ediyor.

Akla yatkın görünen ama asıl mesele olmayan: Hesaplamalı ve ayrık‐geometrik araştırmanın zor
sürekli inşalara yol gösterebilmesi. Makale bu yaklaşımın önemli olduğunu söylüyor, ancak sonuç
sayısal görsele değil, kanıta dayanıyor.

Gösterdiği şeydeğil:Tümyüzeylerin veya yüzeylerin çoğununbelirsiz olduğu.Genel teklik önermesi
arka planın bir parçası olmaya devam ediyor. Bunlar istisnai, ancak belirleyici karşı örneklerdir.

Genel okur için başlıca sınırlamalar: Kanıt son derece teknik ve diferansiyel geometri alanında
yer alıyor: izotermik yüzeyler, Bonnet çifti sınıflandırmaları, periyot koşulları ve analitik inşa. Okur,
teoremin anlamını mekanizmayı takip etmeden anlayabilir.

Genel okur ne kadar güven duymalı? Hakemli bir matematiksel sonuç olarak teorem ifadesine
güven yüksek olmalı. Doğru ihtiyat kanıtla değil, yorumla ilgilidir: bunu “bu indirgenmiş geometrik
veri şekli her zaman belirlemez” şeklinde okuyun; “geometri şekilleri belirleyemez” şeklinde değil.
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