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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

ki torus ayni yerel geometriyi paylagabilir ve yine de

farkls §ekiller olabilir

Publications mathematiques de 'IHES’te yayimlanan bir insa, ilk kompakt Bonnet ciftlerini
sunuyor: ti¢c boyutlu uzayda ayni i¢sel metrige ve karsilik gelen noktalarda aymi ortalama egrilige
sahip, diizgiin ve gercel analitik iki torus; buna karsin rijit bir hareket disinda ayn yiizey degiller.
Sonug, yiizey geometrisindeki eski teklik sorularini ¢oziiyor ve cazip bir diisiinceye kesin bir

karst ornek olusturuyor: yeterince ¢ok yerel olciimiin kompakt bir sekli tamimlamast gerektigi
diisiincesine.
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matematik

Tanimlanmaya direnen gekil

Bir ylizeyi, disina ¢ikmaniza izin verilmeden oOlctiigiiniizii diisiiniin. Yiizey boyunca mesafeleri
olcebilirsiniz: ylizey tizerinde ilerlediginizde bir noktanin digerinden ne kadar uzakta oldugunu.
Bu, ylizeyin metrigidir. Simdi disaridan bir 6l¢iim daha ekleyin: her noktada yiizeyin ortalama
biikiilmesini, yani ortalama egriligini kaydedin.

Bu, cok fazla bilgi gibi goriiniiyor. Pek cok yiizey icin gercekten de yeterlidir. I¢sel mesafeleri ve orta-
lama egrilik fonksiyonunu biliyorsaniz, yiizeyin li¢ boyutlu uzaydaki seklinin belirlenmesini bekleye-
bilirsiniz.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann ve Andrew Sageman-Furnas simdi bu beklentiyi bosa cikaran
kompakt ylizeyler insa etti. Makaleleri, kongruent olmayan, ancak izometrik olan ve karsilik gelen
noktalarda ayni ortalama egrilige sahip iki torus — ¢orek bicimli ylizeyler, ancak siradan yuvarlak
¢orekler degil — sunuyor. Bunlardan birini digerine dondiirerek, 6teleyerek veya yansitarak cakistira-
mazsiniz. Bunlar uzaydaki gercekten farkli immersiyonlardir.

Matematik terminolojisiyle bunlar, kompakt Bonnet ciftleridir. Makale, bunlarin bu tiirdeki ilk
ornekler oldugunu belirtiyor.

Sorun nedir?

Klasik ytlizey teorisi iki tiir bilgiyi birbirinden ayirir.

Metrik, yiizey lizerinde oOlgiilen mesafeleri size soyler. Silindir biciminde yuvarlanmis diiz bir
levha ayni icsel metrigi korur: levhanin iizerinde yiiriiyen kiiciik bir karinca, yalnizca mesafeleri
olgerek yuvarlanmay: fark etmez. Ikinci temel formun tamami, ylizeyin uzayda nasil biikiildiigii
hakkinda ¢ok daha fazla bilgi verir. Klasik Bonnet teoremi, metrikle uyumlu denklemleri saglayan
tam biikiilme verileri verildiginde, immersiyonun bir rijit hareket disinda belirlendigini soyler.

Ancak 1867'de Pierre Ossian Bonnet daha keskin bir soru sordu. Biikiilme verileri azaltilirsa ne olur?
Metrik Gauss egriligini zaten i¢sel olarak belirledigine gore, bir ylizey metrik ve ortalama egrilik
fonksiyonu kullanilarak karakterize edilebilir mi?

Genel olarak yanit evettir. Buradaki “genel olarak” ifadesi 6nemlidir. Geometride ¢ogu zaman istis-
nai durumlar vardir: olagan teklik 6nermesinin gegersiz oldugu 6zel yiizeyler. Acik soru, metrik ve
ortalama egriligin uyustugu, ancak ytizeylerin uzayda ayni olmadig1 kompakt, diizgiin 6rneklerin var
olup olmadigiyda.

Bu, Global Bonnet Problemi'dir. Yeni makale bu problemi toruslarla yanitliyor.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Yazarlar ne inga etti?

Yazarlar, ortalama egriligi koruyan bir izometriyle iliskili bir cift diizgilin torus insa ediyor. Bu, karsilik
gelen noktalarin ¢evrelerindeki ayni icsel mesafelere ve ayni ortalama egrilik degerine sahip oldugu,
ancak iki ylizeyin kongruent olmadig1 anlamina gelir.

Insa, tek bir sayisal 6rnekten fazlasini ortaya koyuyor. Toruslar gercel analitiktir — kaba bicimde ya-
malanmis nesneler degil, kuvvet serisi geometrisi kadar diizenlidirler — ve yazarlar, genel durumda
orneklerinin herhangi bir ortam izometrisiyle iligkili olmadigini1 kanitliyor. Ayrica insalarinin, bir
fonksiyon parametresi icerdigi i¢in bu tlirden sayilamaz ¢oklukta cift verdigini belirtiyorlar.

izlenen yol tekniktir. Bonnet ciftleri ile 6zel egrilik cizgisi koordinatlarina sahip yiizeylerden olusan
bir sinif olan izotermik yiizeyler arasindaki iliskiden yararlanir. Ornekler, egrilik ¢izgilerinden bir
ailesi diizlemsel olan izotermik toruslardan baslanmasi ve Bonnet ciftini lireten bir insanin uygu-
lanmasiyla ortaya ¢ikiyor. Yazarlar, bu yaklasimin, siirekli sonuca ulasan siirecte ayrik diferansiyel
geometriyirehber olarak kullanan, bir torusun 5x7 dortgen ayrisimiyla yapilan hesaplamali deneyler-
den dogdugunu soyliiyor.

Gorsel sonug, kanittan daha kolay kavraniyor. Makaledeki iki torus karsilik gelen geometrik verilere
sahip, ancak uzaydaki kiiresel yerlesimleri gozle goriiliir bicimde farkli: yazarlarin Figure 1’'inde
karsilik gelen biiyiik “kabarciklar” bir torusta digerine kiyasla birbirine daha yakin duruyor. Bu
gortiniir fark bir c¢izim hilesi degil. Teorem, segcilen yerel veriler uyussa bile ylizeylerin uzayda ayni
sekil olmadigini soyliiyor.

[figure_pair pending]

Makaledeki Figure 1, burada ikili bir sekil olarak gosterilen Bonnet ¢ifti toruslarinin sayisal bir 6rnegini sunuyor.
iki panel ayni torusun iki farkli gériiniimii degil: Gifti olusturan iki farkli torusu gésteriyorlar. Gri ag cizgileri,
karsilik gelen ylizey koordinatlarini géziin takip etmesine yardimci olurken renkli egriler, karsilik gelen egrilik
cizgisi halkalarini isaretliyor. Gorselin amaci kiresel uyumsuzlugu gostermek: buyuk kabarciklar gozle gorulir
bicimde farkl konumlarda duruyor, ancak teorem iki ylizeyin karsilik gelen noktalarda ayni igsel metrige ve ayni
ortalama egrilige sahip oldugunu soyllyor.

Bu neden bir ¢eliski degil?

Sonug, geometrinin keyfi oldugunu veya 6lciimlerin ise yaramadigini séylemiyor.

Soyledigi sey, belirli bir indirgenmis veri kiimesinin — metrik ve ortalama egriligin — kompakt bir
ylizeyi benzersiz bicimde tanimlamak i¢in her zaman yeterli olmadigidir. Tam klasik teklik teoremi,
daha zengin biikiilme bilgileri kullanir. Ortalama egrilik, iki asal egriligin yalnizca ortalamasidir. Bir
noktada yiizeyin ortalama olarak ne kadar biikiildiigiinii sOyler, ancak yonlere bagh tiim biikiilme
bilgisini korumaz.

Biitiin mesele bu ayrimdir. ki yiizey, ylizey boyunca mesafeler ve karsilik gelen her noktadaki or-
talama biikiilme bakimindan uyusabilir, ancak bu biikiilmenin uzayda diizenlenme bigimleri farkli
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olabilir.

Makale ayrica bu belirsizligin tipik oldugunu da soylemiyor. Giris boliimii bu konuda dikkatli: genel
olarak metrik ile ortalama egrilik bir ylizeyi belirler. Bonnet ¢iftleri istisnaidir. Degerleri tam olarak,
istisnanin kompakt, diizgiin ve analitik baglamda ortaya ¢ikabilecegini gostermelerinden gelir.

Hangi eski sorulari ¢Oziiyor?

flk yanitlanan soru Global Bonnet Problemi'dir: karsilik gelen noktalarda ayni ortalama egrilige sahip,
bir izometriyle iliskili ve kongruent olmayan iki kompakt diizgiin immersiyon, ii¢c boyutlu Oklid uza-
yinda var midir? Yazarlarin yaniti evettir.

Tkincisi Cohn-Vossen-Berger problemidir: ii¢ boyutlu Oklid uzayinda, bir ortam izometrisiyle iliskili
olmayan, izometrik iki kompakt analitik ylizey var midir? Burada da ayni insayla elde edilen analitik
toruslar kullanilarak yanit evettir.

Analitik kisim 6nemlidir. Kompakt yiizeyler icin daha onceki, tekligin gecerli olmadig1 o6rnekler
daha diisiik diizgiinliige veya yerel degisikliklere dayanabiliyordu. Bu toruslar, yalnizca bir yamadaki
timsegi degistirilmis dlizglin nesneler degildir. Makale, karsilik gelen komsuluklarin hicbir yerde
yerel olarak kongruent olmadigini vurguluyor: fark bir onarim dikisinde gizli degil, insanin geneline
yayilmis durumda.

Neden 6nemli?

Bu saf matematiktir, ancak sezgisi daha genis kapsamlidir. Bir sekil bir bakimdan gereginden fa-
zla belirlenmis, baska bir bakimdan ise hala yeterince tanimlanmamis olabilir. Onemli olan sahip
oldugunuz verinin miktar degil, verinin dogru tiirde bilgiyi icerip icermedigidir.

Metrik ile ortalama egriligin birlesimi giicli hissettirir, ¢iinki i¢csel mesafeleri digsal bir biikiilme
oOlciisiiyle bir araya getirir. Kompakt Bonnet ¢ifti aradaki boslugu gosteriyor: ortalama biikiilme, tam
biikiilme degildir. Yerel uyusma, her zaman kiiresel cakisma anlamina gelmez. Analitik diizgiinliik,
sihirli bir teklik giivencesi degildir.

Bu teoremin otesinde de yararli bir ders var. Geometride ters problemler ¢cogu zaman bir 6l¢iim
kiimesinin, bu 6lc¢limleri lireten nesneyi belirleyip belirlemedigini sorar. Bu makale, klasik bir ylizey
problemi icin net ve gliclii bir yeni yanit veriyor: nesne kompakt, diizgiin ve analitik olsa bile her
zaman degil.
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Kisa 0zet

Bobenko, Hoffmann ve Sageman-Furnas ilk kompakt Bonnet ciftlerini insa ediyor: bir izometriyle
iligkili olan ve karsilik gelen noktalarda ayni ortalama egrilige sahip, ancak kongruent olmayan
iki diizgiin torus R3'te bulunuyor. Ornekleri gercel analitik ve genel durumda herhangi bir ortam
izometrisiyle iligkili degil; boylece makalede ifade edildigi {izere hem Global Bonnet Problemi’ni
hem de Cohn-Vossen-Berger analitik teklik sorusunu ¢oziiyorlar. Sonug, klasik ylizey teorisini
gecersiz kilmiyor; metrik ile ortalama egrilikten olusan indirgenmis verinin kompakt bir yiizeyi
benzersiz bicimde tanimlamak i¢in her zaman yeterli olmadigini gosteriyor.

Abartsiz degerlendirme

Makalenin gosterdigi: Kompakt diizgiin Bonnet ciftleri vardir. Daha 6zel olarak yazarlar, karsilik
gelen noktalarda ayni metrige ve ortalama egrilik fonksiyonuna sahip, ancak kongruent olmayan
toruslar1 R3’te acikca insa ediyor.

Akla yatkin goriinen ama asil mesele olmayan: Hesaplamali ve ayrik-geometrik arastirmanin zor
stirekli ingalara yol gosterebilmesi. Makale bu yaklasimin 6nemli oldugunu soyliiyor, ancak sonug
sayisal gorsele degil, kanita dayaniyor.

Gosterdigi sey degil: Tiim ylizeylerin veya ylizeylerin cogunun belirsiz oldugu. Genel teklik 6nermesi
arka planin bir parcasi olmaya devam ediyor. Bunlar istisnai, ancak belirleyici kars: 6rneklerdir.

Genel okur icin baslica sinmirlamalar: Kanit son derece teknik ve diferansiyel geometri alaninda
yer aliyor: izotermik yiizeyler, Bonnet ¢ifti siniflandirmalari, periyot kosullar: ve analitik insa. Okur,
teoremin anlamin1 mekanizmay1 takip etmeden anlayabilir.

Genel okur ne kadar giiven duymali? Hakemli bir matematiksel sonug olarak teorem ifadesine
giiven yiiksek olmali. Dogru ihtiyat kanitla degil, yorumla ilgilidir: bunu “bu indirgenmis geometrik
veri sekli her zaman belirlemez” seklinde okuyun; “geometri sekilleri belirleyemez” seklinde degil.

Kayn aklar

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, Publications mathematiques de I'lHES (2025), DOI 10.1007/s10240-
025-00159-z
https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, arXiv:2110.06335
https://arxiv.org/abs/2110.06335


https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z
https://arxiv.org/abs/2110.06335

	Tanımlanmaya direnen şekil
	Sorun nedir?
	Yazarlar ne inşa etti?
	Bu neden bir çelişki değil?
	Hangi eski soruları çözüyor?
	Neden önemli?
	Kısa özet
	Abartısız değerlendirme

