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ᗙᖸ؇༥ ؇৆ছ ೑ಸ؇ٔ ܔި ᗙᗅި۲ ᜨᜐᘛۚ ᗙᖩ راز ᄋჳ ඖඒዜኡ ۭٞ ༰؇ل
reveal ܓިاہ ،ඖඒ۲ ॴड़ीد ᗙᗅா஬ ڢ؇فܭ ߑߵ ᗙᗅި۲ درݿب ਜಸ؇ن ܔި ܔٷٷڎہ ّݱڎٞݑ ܔި ৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت ਊುިت ဪࠍ؇َ زߦߵو
ඖඒዜኡ squeeze ඖඒ݁ form ৖৑وا ਜಶ؞؇م اٞ܂ اپ ݿྱث ଫଜً؞ ܔި ဪࠍ؇َ زߦߵو ᄋჳ ඖඒ۲ ᜨ᜘۴᠃ ༇຀؇ਐ಻ impossibility ௤௕ݿچఈ႙ၖ ً؞ଫଜ۔ ᜨᜤܔ
ඖඒዜኡ refute ܔި impossibilities ان ᄪᄟ؇݁گ Ⴄၖ Ilango Rahul ݿܦพฆ۔ ؇༥ رܔᘛ޳ ඖඒዜኡ ᘛً޳ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اور ؇൞ിݿ ؇༥ ؇৆ছ
requirement ሏᆧ ᗙᗅா஬ exist ௤ਤواڢ ᗙᖩ ଫଓچިܳچಣಡᕬ :ᗳᘑ ؇ّா஬ define **ဪࠍ؇َ زߦߵو **effectively notion weaker ۭٞ ா஬ّ؇۔
ඹජ؇༟ ᖄᖇ ᗙᗅா஬ ؇َா஬ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ܔި — ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ݬިری ᖃྱފ༥ ZFC ً ఈః݁ټ — َޙ؇م ਊುިت chosen ᗙᖸ؇෠ຳ ᗙᖩ
اور ਊುިت) indistinguishable ܓިاہ উॻ༟؇ّڰ ଫଜ༚) ᖄᖒ݁ڰݠو major ሏᆧ ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬ ா஬ّ؇۔ ඖඒዜኡ exist ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ᜨᜤ۲ ؇༰ ؇َި۲
اپ، ݿྱث ଫଜً؞ ،৖৑وا ਜಶ؞؇م اٞ܂ ᗙᖩ NP/SAT ᄪᄟ؇݁گ ොູب ᗙᖩ exists) َޙ؇م ਊುިت optimal ඖඒዜኡ) ݁ڰݠوݪۭ ሏᆦچڎ౺౨ఫ ਊುިت
property- consequences game-based falsfiiable ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ۏި ᗳᘑ ؇ّா஬ construct provers sound perfectly
ࣖ࣎ਲ਼ਦ ா஬ے، cover properties such ”ሏᇆڢڎر“ ஓ஄؇م ۏި ৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت وا༡ڎ اٞ܂ ඖඒ۲۔ ᗙᗈா஬ ༡؇ݬܭ by-property
impossible ߑߵ ޗިر ᆙᆘܦٷۭ ؇َா஬ cover وڢب ਜಸ܂ property falsfiiable every literally ᗳᘑ؛ extension conjectural partly
theoretic-ިتਊು ୍଺݁ ،ඖඒዜኡ primitive deployed ،ᗳᘑ conditional اور َޙݠی ۭ༶ཹྥچ ඖඒ۲۔ พฆ۲ر reusable ਊುިت ᄋᄅَިܔچ ᗳᘑ

ᗳᘑ۔ ؇ّ؇ᘛدܔ راݿٺۭ ؇ਜ಻ Ⴄၖ ᗙᗅ؇਍ಸ resource ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ܔި unprovability
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ᗙᖸ؇༥ ؇৆ছ ೑ಸ؇ٔ ܔި ᗙᗅި۲ ᜨᜐᘛۚ ᗙᖩ راز ᄋჳ ඖඒዜኡ ۭٞ ༰؇ل
નતா஬۔ ๤ཇوع ᖄᖇ ႟ႆނ ݿ؇دہ ᖄᖇ ݿص ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو

ᗙᖸ؇༥ ި۲ ڢ؇فܭ ً ڣިرا Bob ިّ دے ᘛًچھ ༡ܭ ىިرا وہ ா஫ا ᗳᘑ۔ ࢹࣕߦߵ ༡ܭ ݁أ݄؇ Sudoku اٞ܂ ᄋჳ ᗳᘑ พฆ۲؇༰ ؇َா஬ ڢ؇فܭ ܔި Bob Alice،
ᗳᘑ۔ ڲܙـܙد ༡ܭ ᄋჳ ؇َா஬ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ଫଜً؞ ᗙᖸ؇ᘛدܔ ༡ܭ :ᗳᘑ พฆ۲؇༰ ଩ଜ༰ ࿾ேچص ٞ؇دہ ز ᖄᖇ اس Alice Ⴄၕ۔ ᗙᖸ؇༥ ި۲ ۊࡤࡲ ᘛً޳ راز ୍଺݁ ،Ⴄၕ

୍଺݁ ،ᗳᘑ درݿب ਜಸ؇ن ᄋჳ ᗳᘑ ؇ّா஬ ڢ؇فܭ ܔި (Bob) ܔٷٷڎہ ّݱڎٞݑ (Alice) ৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت ᗳᘑ۔ พᘠ኱ و༟ڎہ Ⴄၖ ਊುިت ဪࠍ؇َ زߦߵو
ா஬ّ؇۔ ඖඒዜኡ ޖ؇۲ݠ ݁أߺࠊ݁؇ت ሏᇭ؇اݪ ሏᆶިܔ ݿިا ᗙᖩ ᗙᗅި۲ درݿب ᗙᖩ ਜಸ؇ن

؇൞ിݿ ި۲ ո֏঍ధم ا׏ٳ وہ ،উॻዜኜ ඖඒ۲۔ ሏᇆި۲ ۊݱިݬچ؇ت دہ آرام دو ඖඒ݁ ਊುިت ሏᇆ؇ݪچ؇ٞ ر ༟؇م ᗳᘑ۔ ڢچ݄ب ሏᆧ و༟ڎے اس ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ ᄪᄥ٪݁ފ
݁ިۏިد ਊುިت درݿب ሏᆶިܔ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ਜಸ؇ن ༚ܹޔ :ᗳᘑ ؇൞ിݿ ި۲ ോ്׷ث တ࿷ڤոּ وہ دو๤ངی، ۊࡤࡲ۔ ً؇ت اور ،નતد ܔި ๱ཏܔ ،ඖඒᘛܳـܦ ᖄᖇا :ᗳᘑ
ܔި دوَިں ๤ཛྷف ᄪᄥ٪݁ފ ඖඒ۲—اور ሏᇆߑߨ ؇َா஬ ڢݠً؇ن ඖඒިܳٺዞང دوَިں ۭٞ ඖඒ݁ ဪࠍ؇َ زߦߵو ᄋჳ ඖඒ۲ ᜨ᜘۴᠃ ༇຀؇ਐ಻ ᗙᖩ َ؇ᆙᆘܦٷྱب ௤௕ݿچఈ႙ၖ ඖඒዜኡ۔ ሏሄ

ᗳᘑ۔ พฆྡྷྲྀ رႤၖوٹ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ᘛً޳ اܳـ܁ اٞ܂ ۲ݠ ඖඒዜኡ؛ Ⴄၖ ᜨ᜕ᘛرܔ ᘙّ؇ݿ اٞ܂
ݿྱث ا؜ٺ݄؇د ڢ؇ًܭِ ሏᆶިܔ ᖄᖇ ᖃܹዜኜ اور ᖃ۠چᘛً ਜಶ؞؇م اٞ܂ ๤ཛྷف Alice ா஫ا ᗳᘑ۔ ؇൞ാَ؇݁ ܓڰٺܥި ً؇ᆇᆆ޳ ً ؇݁ިᆇᅦ ဪࠍ؇َ زߦߵو ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ رႤၖوٹ উॻዜኜ

ᗙᖸ؇༥۔ ሏᇿ ா஬ ڢٴިل ྸอ؇༶ܓٷ ሏᆧ ༚ܹޚ޳ ᘛّިڑی ඖඒ݁ ਊುިت ොේبِ ᗳᘑ؇༰—พฆ۲ر ඖඒዜኡ ቕሶ؇ڢ ೑಻؇ᆙᆕ ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ިّ ،ި۲ َۭ اپ
ّݱڎٞݑ ா஫ا :ᗳᘑ พฆݿܦ ި۲ พฃ݁أ ᗙᗂ ᘛً޳ ܓڰٺܥި ً؇ᆇᆆ޳ ިّ ި۲ Ⴄၖ݁ܭ ႟ႆܳ؇ً ਊುިت ොේبِ ா஫ا ᗳᘑ۔ ੯੩݁ٺأ ᖄᖇ ਊುިت ොේبِ رႤၖوٹ دو๤ངی
؇൞ിݿ ா஬ ᗳᘔ ሏሄ ᖃܹዜኜ ا౪౜ర؇ب ሏᇭّݱ؇د ᜨ᜕᜽ا وہ ިّ ،؇൞ിݿ ؇ᘛܔ ඖඒዜኡ Ⴄၖި ᘗد ܔٴᘛ޳ ᖄᖇ ਜಸ؇ن ༚ܹޔ ً؇وۏިد ᗙᖩ ا౪౜ర؇ب ሏᇭّݱ؇د ᘛً޳ ๱ཏܔ ܔٷٷڎہ
ݬިرت َ؇ᆙᆘܦ݆ ๱ངا ىᘛݠ ܾ۲ ᗳᘑ—اور พฆݿܦ دے ඖඒ݁ ਜಶ؞؇م ሏሄ اٞ܂ ۏިاب ஓ஄؇م Alice ިّ ᗙᖸ؇༥ ި۲ ሏᆶިܓ ུྱݷ ڢ؇ًܭِ ܔٷٷڎہ ّݱڎٞݑ ᗳᘑ۔

ඖඒ۲۔ ᗙᗈ؇༥ ዜኜٷۉ واีྵ ඖඒ݁
ߙߵོྱص َ؇ᆙᆘܦ݆ ๱ངا َۭ اور ؇ّா஬ ඖඒዜኡ رد ܔި َ؇ᆙᆘܦٷྱب وہ ᗳᘑ۔ ؇ّா஬ ఈఃّش راݿٺۭ اٞ܂ ਜಸۉ ᗙᖩ رႤၖوٕިں دوَިں ان ᄪᄟ؇݁گ Ⴄၖ Ilango Rahul
،ᗳᘑ ؇ّ؇༥ ؇৆ছ ᆇᅛݞور ܔި ๤ཇط ሏᆧ ”؇َா஬ َۭ ޖ؇۲ݠ ᘛً޳ ᘙ੕၄“ :ᗳᘑ ً؇رٞ܂ ٞ؇دہ ز ༰؇ل ᗳᘑ۔ ؇ّா஬ د؜ިیٰ Ⴄၖ ᗙᗅ؇਍ಸ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ඖඒ݁

ඖඒ۲۔ ᜨ᜘෫ຶ؇༥ ඖඒ݁ ܔᘛچߺࠊں ๱๑อ؇݁آز ߑߵ ޗިر উॻᆇᅦ ா஫ިਓಶاڣݠ ா஬ ඖඒዜዊۏ ඖඒ۲ر ሏᇬ؇ً ۊݱިݬچ؇ت พฆۋڰ؇ޖ وہ ᄋჳ ޗݠح اس ୍଺݁
ᗳᘑ۔ ؇৆চ ؇۴᠃ ոֿݾྛ زݗݦو ݂ݦ ܈ܙر ڲ܎ݍݦ ܔި ّݱިر اس
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A proof without leaking the witness
The paper keeps the ordinary-proof shape by weakening what privacy must prove.

blocked door 1

interaction

blocked door 2

trusted setup

blocked door 3

imperfect

soundness

the route

the rulebook cannot

efficiently refute the

simulator

Boundary: not classical zero-knowledge; effectively zero-knowledge under a chosen proof system.

اٞ܂ ݿ؇ۊب ሏᆧ Ilango ܓٷอ؇༶ྸ۔ ሏᆧ ༚ܹޚ޳ ሏᇿި݄݁أ ඖඒ݁ ਊುިت ොේبِ اور اپ، ݿྱث ا؜ٺ݄؇د ڢ؇ًܭِ ܓڰٺܥި، ᆇᆆ؇ً—ᗳᘑ޳ ؇঺ছر ߑߵ دروازوں ඔඒّ ဪࠍ؇َ زߦߵو
ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ؇൞ിݿ ா஬ ඖඒዜኡ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ رᆙᆊ޳ ݁ٷٺۛص :ᗳᘑ พฆܳچ راݿٺۭ ෛ੼ٺܹژ
Original diagram — The Clean Paper CC BY 0 .4

Classical privacy vs effective privacy
The relaxation is the point: the paper changes what the privacy claim has to establish.

classical zero-knowledge

positive claim

A simulator exists and can fake the

verifier's view without the witness.

effectively zero-knowledge

weaker claim

Your chosen proof system cannot

efficiently prove that no simulator

exists.

Boundary: the construction preserves testable consequences, not the full simulator guarantee.

ڢ؇༟ڎہ رᆙᆊ޳ ݁ٷٺۛص ᄋჳ ᗳᘑ ىᘛۚިٺ؇ ۭٞ ๤ཛྷف ”ဪࠍ؇َ زߦߵو ߑߵ ޗިر “݁ޝߜߵ ඖඒዜኡ؛ ؇ٞ ᗳᘑ ݁ިۏިد ඖඒ݁ ۋگچگب ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ᗳᘑ ىᘛۚިٺ؇ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ
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اٞ܂ ܔި ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اور اپ، ݿྱث ଫଜً؞ ਜಶ؞؇م، اٞ܂ ๤ཇط ᆇᅛݞور พᘠ኱ ഇഃቍሒ۔ ڲܙـܙد ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ඖඒዜኡ ؇ٞ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ா஬ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ
ᗳᘑ۔ ሏᇆ؇਍ಸ ᆙᆘܦ݆ ᘙّ؇ݿ
Original diagram — The Clean Paper CC BY 0 .4

ި۲ ݁ިۏިد ௤ਤواڢ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ྀྱފث: ߑߵاَ؇
ඖඒ۲۔ ᜨ᜘۴᠃ જ઄׷ܙڤ׷ఔఒᓝ ᖃۏފ ᗳᘑ ؇ّா஬ اݿٺأ݄؇ل ݁ڎدႤၕر ሏᇿ؇ۊچ اٞ܂ ٞگۭ ޗݠ ༟؇م Ⴄၖ ᜨ᜕ᝒد ႟ႆނ رᆙᆊ޳ ܔި ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ

َ؇ڢ؇ًܭِ ᖄᖇ ਊುިّިں ᗙᗜوا ᜨ᜕ܹ݁ ᖄᖇ Alice ܔި Bob ۏި ᖃݿܦ ؇਍ಸ ਊುިت ᖃ૭૩ا ۊިد Jane ா஫ا ॴड़र؇༥۔ ഇഃቍሒ راز Ⴄၖ Alice Jane، નતா஬ ّݱިر
ா஬ ਜಶڎا َگܭ ๱ཏྱ༥ ᗙᗂݠ෠ູ ᗙᖩ Bob ሏሄ ଫଜً؞ ᗙᖩ راز Jane دનત۔ ඖඒዜኡ ݁أߺࠊ݁؇ت ॴौर ሏᆶިܔ ܔި Bob ᗙᗅ ਊುިت ᗙᖩ Alice ިّ ۲ިں، ଩ଜஓ஄

ᘛّ޳۔ พฆݿܦ
ݿܦᖃ۔ ா஬ ਜಶڎا ਊುިت ᗙᖩ ޗݠح ๱ངا ଫଜً؞ ᗙᗅ؇༥ راز ۏި ܾᘛّاܳـܥިر ݁ޝߜߵ ؇૭૩ا :ᗳᘑ ؇൞ാَ؇݁ જ઄׷ܙڤ׷ఔఒᓝ ؼؠ׷ޅޙ اٞ܂ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ᜨᜤܳ اس

ᗳᘑ۔ ா஫ڈ ނڎہ ༡ܭ კა჋݁ ྵื ܓިاہ ඖඒ݁ Sudoku ඖඒ۲؛ ᜨ᜘۴᠃ ܓިاہ ܔި ༡ܭ ۊڰچۭ ඖඒ݁ زً؇ن ሏᇖఈఃاݬޚ
ᖄᖊ ොູݠߦߵی اٞ܂ ො੼ݥ ਊುިت উॻ༟؇ّڰ ଫଜ༚ ௤ਤواڢ ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ و༥ڎان ᗳᘑ۔ ॴड़षႤၖ ா஬ آ พᘠ኱ ᘛً޳ َ؇ᆙᆘܦٷྱب ሏᇃߑߵا ୍଺݁ ،ᗳᘑ ޗ؇ڢٺިر ٞژ ّأݠ ۭٞ
ᗙᖩ دو๤ངوں ܔި ਜಸ؇ن ۊިد Bob ٞިں ᗳᘑ؛ ؇൞ിݿ ؇ᘛدܔ ᘛً޳ ܔި ෛஙݧ ๤ཏྱོے ๱ཏܔ ᖄᖇا وہ ިّ ᗙᖸ؇༥ آ وہ ى؇س ᗙᖩ Bob ᗳᘑ۔ ሏᇆި۲
๱ངا ᜨᜤڢݯ ௤௕ݿچఈ႙ၖ ᗳᘑ۔ ሏᇆި۲ ො੼ފިس ٞ؇دہ ز ᖄᖇ ”ඖඒዜኡ ݁أߺࠊ݁؇ت ॴौर ሏᆶިܔ“ ۏި ،ᗳᘑ ܳچٺ؇ ா஬ ༡؇ݬܭ ݬఈఃۋچب ሏᆧ ᗙᗅா஬ ೑ಸ؇ٔ ᜨ᜕݁ ݿ؇

ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ܳ ࢻࣖ ඖඒ݁ ༇຀؇ਐ಻ ᗙᖩ َ؇ᆙᆘܦٷྱب ً؇ڢ؇༟ڎہ ܔި و༥ڎان

ᕤᖂ ոׂଯଝ ا෕ໍار ႛ႐ոڲؠ ݂ݦ ـڷ ػۢܙ۝׷ոت അഃׂ وہ
ᗙᗜ؇݁گ ᗙᖩ ؜ٷިان ඖඒ݁ ඔඒّ ى؇਍ಸڎٞ؇ں ނ؇݁ܭ :ඖඒ۲

۲ިّ؇۔ ඖඒዜኡ ۭৎ৊Ⴄႆ݁ ሏᆶިܔ ᖃᘛ౺౨ఫ ᗙᖨآ ᗳᘑ؛ พฆ۠چᘛً ਊುިت اٞ܂ Alice :ഇഃቍሒ ڄء׫ږܙ ჸჷոּܤ
ߙߵོྱص ሏᆶڎاਐಸا دو๤ངی ؇ٞ ّݱ؇دف ሏᇧ؜ިا ނڎہ ᗳᘔ ᖄᖇ ᖃܹዜኜ ،ᄪᄟۋިا ݁ލଫଐک ا؜ٺ݄؇د ڢ؇ًܭِ ๱ཏܔ Bob اور Alice :ഇഃቍሒ اپ ֜༢۰
ᗙᗈި۲ ො੼ٺ؇ج ᗙᖩ اپ ݿྱث ๱ཏܔ َۭ ๱ཏܔ ᗳᘑ ؇ّ؇༥ ؇۴᠃ ”ဪࠍ؇َ زߦߵو উॻ༟؇ّڰ ଫଜ༚“ ඖඒዜዊۏ َޙ؇م ᖄᖇ ዜኞب ᗙᗈா஬۔ ඖඒዜኡ اොຶݱ؇ر ߑߵ

ᗳᘑ۔ اپ ݿྱث ݬڰݠ ௤ਤواڢ ਵਦاد ዜ኱؇ں ඖඒ۲؛
درݿب ᆀᄧڅܙ ඖඒዜኡ؛ ”Ⴄၕި ۲ ඖඒዜኡ ڢٴިل ܔٴᘛ޳ ً ؇ਊೋّگݠ“ ๤ཛྷف ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد ਊುިت درݿب ᜨᜤܳ ᗙᖩ ਜಸ؇ن ༚ܹޔ ॻలܙت: ِ֙ ്ോ ပ࿇ڲڞ

ඖඒዜኡ۔ ਊುިت
ݿ൞ി؇۔ ᘙرܔ ඖඒዜኡ ߓߵڢݠار ᘙّ؇ݿ اٞ܂ ඖඒዜኡا ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ඖඒ۲—اور พฆܹ݁ ඖඒ݁ ਊುިت ሏᇆ؇ݪچ؇ٞ ر ොູݠߦߵی ༟؇م ۊݱިݬچ؇ت ོྱٷިں ۭٞ

MegaSudoku ᜨᜤܳ ᗙᖩ ᜨ᜕ᘛ۠ᆙᆊ ܔި ڣݠق
ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ܳچ ݁؇ڈل พฃ۲ذ ؇৆চ ؇৆ছ ݿ؇دہ ா஬ ᘙًިۏ ༥؇ن اٞ܂ Ⴄၖ ڣݠق

೑ಸ؇ٔ ؇ٞ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ா஬ ༡ܭ ᖄᖇا ᆇᅛٲچިߝߵ :ᗳᘑ ො੼ڎود اور ؇ٕިᘛۚ ዜኞب وہ ඖඒዜኡ۔ ሏᇭႤၖ Sudoku 9×9 Ⴄၖ ݁أ݄ިل ᜨᜤܳ ᗙᖩ ૰૜ྟچۭ ݿٷ۠چڎہ
ᘙّ؇ݿ ᗙᖩ ᗙᗅ؇റയೲ ܔި ڢ؇༟ڎے નતா஬۔ ّݱިر ༠؇ࢾࣖان ݁أ݄؇ ሏᇧ؇َ MegaSudoku(n) ᗙᖸ؇෠ຳ ᗙᖩ اس ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد ༡ܭ ᄋჳ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ா஬
ۏݴ اور ި۲ ؇৆চ ؇৆ছ ّگފࡰࡲ ඖඒ݁ ༠؇َިں ߓߨے n × n ᖃۏފ ඖඒف؇਍ಸ ா஫ڈ N × N ىᘛݠ ،ඖඒᘛرܔ n^2 = N ،ඖඒۚٷ n ܾ࿭੗ Ⴄၖ ༠؇َިں :ඖඒف؇ᘗߓߨ
اور ᗙᗅ؇༠ 3×3 ா஫ڈ، 9×9 :ᗳᘑ 9 = N ,3 = n ܔྱݴ ݿ؇ ؇ٕިᘛۚ ๤ཛྷف Sudoku Ⴄၖ ݁أ݄ިل ۲ިں۔ اݿٺأ݄؇ل ඖඒ݁ٺఈః༟ ෛ੼ٺܹژ N ඖඒ݁
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ᖄᖇا ۏި ඖඒݿܦ ؇༥ ᜨᜤܔ ނ؇݁ܭ آ৖৑ت ሏᇭ؇اݪ ඖඒ݁ ா஫ڈ اور ި۲ ؇൞ിݿ ߓߨھ n ۏص ᗳᘑ ሏᇆި۲ ๤ཇوع ೞಾ ሏᇃ؇۴᠃ ሏᆧ ሏᆦچڎ౺౨ఫ ሏᇆިਊು ఈః༟݁ٺඖඒ۔ 9
๱๎๊ا ܔި ݁ٺ؞ଫଜات ؇৆ছ :ᗳᘑ ڣ۴ݠݿب ሏᆧ ڢچިد درݿب/༚ܹޔ ߑߵ ޗިر ྲྀྡྷچ؇دی ৖৑ި݁ڣ؇ر SAT ඖඒ۲۔ ᗙᗈ؇਍ಸ ৖৑ި݁ڣ؇ر SAT ඖඒ݁ ܳٴ؇س ᗙᖩ Sudoku

۲ި؟ ىިری ڢچڎ ۲ݠ ᄋჳ ඖඒ۲ พฆݿܦ ؇༥ دی નતڢڎر ༚ܹޔ ؇ٞ درݿب

ۏݴ ᗳᘑ ݁ټ؇ل ๤ཡًی ሏᆧ ଩ଜ༰ اس ܓިاہ، พฃٞأ ༡ܭ، ۲ިا ᘛۚٲ؇ ඖඒ۲؛ ᜨ᜘ݿܦ ؇༥ ᖃ෫ຶ؇༥ ଫଜً؞ ᜨᜤܔ ޖ؇۲ݠ ா஫ڈ კა჋݁ ڢިا༟ڎ ᗙᖩ اس Sudoku: 25×25
ᗳᘑ۔ ؇਍ೋد ਊುިت Ⴄၖ وۏިد ᗙᖩ
AI-generated editorial thumbnail — The Clean Paper CC BY 0 .4
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ڤץոس ൌ৭׫ڪ؉ دو ،ႛ႖ڲۻכ ᆀᅵ ا׏ٳ SAT: اور Sudoku
ۭٞ ᠃۴ٷ؇ ᄋჳ Sudoku ܔި SAT ৖৑ި݁ڣ؇ر ሏᆧ ޗݠح ߓߵّ؇ ؇༥ ؇൞ിݿ ᗳᘑ ො੼ݥ ૰૜ྟچۭ ඖඒዜኡ۔ উॻٞڎਊಾ دوَިں ᆙᆊٺިں ඖඒ݁ ᆙᆘܦ݆ ،ᗳᘑ اور

آݿ؇ن ᆙᆊب კა჋݁ ޗިر ߑߵ ܳـܦᘛ޳ ؇༥ พฆݿܦ ᗳᘑ۔
ᜨᜤܳ ᗙᖩ رܔ݆ ඔඒّ ᗙᖩ ڢڎر) ݿٺިن، (ڢޚ؇ر، ۲ݠ ᜨᜤܳ اس ،ඖඒ۲ ᗙᗈި۲ ༚ܹޔ ؇ٞ درݿب ݁ٺ؞ଫଜات ඖඒ݁ SAT SAT۔ ᓵᓸ Sudoku
2×2) Sudoku 4×4 ᗳᘑ۔” v ڢڎر ඖඒ݁ ᜨᜤܹ༠ ᗙᖩ c ݿٺިن اور r “ڢޚ؇ر ᗳᘑ ݁ޚܹص Ⴄၖ x(r,c,v) :ඖඒᘛرܔ ଫଜ݁ٺ؞ Boolean اٞ܂
݁ٷޚࠔࠨ ڢ؇༟ڎہ Sudoku ۲ݠ ىᘛݠ 729۔ ᜨᜤܳ ᗙᖩ 9×9 ௤௕ݿچఈ႙ၖ ඖඒ۲؛ درႤၖر ݁ٺ؞ଫଜات 64 = 4·4·4 ᜨᜤܳ ᗙᖩ (4 –1 નતڢڎر ،ᗙᗅ؇༠
Ⴄၖ clauses ஓ஄؇م ৖৑ި݁ڣ؇ر ىިرا ᗳᘑ؛ ؇ّި۲ OR Ⴄၖ َࠕࠨ ሏᆧ ان ؇ٞ ݁ٺ؞ଫଜات (Clause ᗳᘑ۔ ؇ّ؇༥ ࢻࣖل ඖඒ݁ ᗳᘎިᆇ୞୘ اٞ܂ ᗙᖩ clauses

AND۔)
clause: اٞ܂ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ༠ܹچۭ ۲ݠ — ި۲ ڢڎر اٞ܂ ቕሡ از ቕሡ ඖඒ݁ ༠ܹچۭ ۲ݠ

x(1,1,4) ∨ x(1,1,3) ∨ x(1,1,2) ∨ x(1,1,1)
clause: ”ඖඒዜኡ “دوَިں ᜨᜤܳ ᗙᖩ ۏިڑا ۲ݠ — ި۲ ڢڎر اٞ܂ ٞ؇دہ ز ᖄᖇ ٞ؇دہ ز ඖඒ݁ ༠ܹچۭ ۲ݠ

ۏިڑے۔ ᘙۚ ஓ஄؇م ޗݠح ๱ངا اور … ¬x(1,1,3) ∨ ¬x(1,1,1) ¬x(1,1,2) ∨ ¬x(1,1,1)
ً؇ر: اٞ܂ ቕሡ از ቕሡ ᜨᜤܳ ᗙᖩ 3 ڢڎر اور 1 ڢޚ؇ر — ި۲ ڢڎر ۲ݠ ඖඒ݁ ڢޚ؇ر ۲ݠ

x(1,4,3) ∨ x(1,3,3) ∨ x(1,2,3) ∨ x(1,1,3)
ڢ؇༟ڎہ۔ พᘠ኱ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ༠ܹچۭ-ۏިڑا ۲ݠ ᗙᖩ ڢޚ؇ر ىᘛݠ ¬x(1,2,3)، ∨ ¬x(1,1,3) ً؇ر: اٞ܂ ٞ؇دہ ز ᖄᖇ ٞ؇دہ ز اور
:ᜨᜤܳ ᗙᖩ 2 ڢڎر اور ᗙᗅ؇༠ ඖඒف؇ً ሏᆶ৖৑؇ً ᗳᘑ۔ ؇ّ؇༥ ࢻࣖل ா஫وہ Ⴄၖ ༠ܹچިں ๤ཛྷف ڢ؇༟ڎے، พᘠ኱—ᗙᗅ؇༠ اور ݿٺިن

x(2,2,2) ∨ x(2,1,2) ∨ x(1,2,2) ∨ x(1,1,2)
clauses۔ ሏᇿوا ”ඖඒዜኡ ᘙّ؇ݿ اٞ܂ “دوَިں ᜨᜤܳ ᗙᖩ ۏިڑے ۲ݠ ᘙّ؇ݿ اور

ᖃܹዜኜ ඖඒ݁ ᗙᗅިܔ ඖඒف؇ً ሏᆶ৖৑؇ً ᗳᘑ۔ clause ሏᇿوا ଫଜ݁ٺ؞ وا༡ڎ اٞ܂ اނ؇رہ ۲ݠ ۋݱۭ: آݿ؇ن ᖄᖇ اނ؇رے—ݿص ᜨᜈܓ ᗙᗕد ᖄᖇ ᖃܹዜኜ
:Ⴄၕ ᜨ᜕᜿ ٞިں 3 ؇ᘛܳـܦ ᖄᖇ

x(1,1,3)
ॴड़ीد ༡ܭ ሏሄ ඔඒّأچ satisfying ۲ި—اور ࢹࣕߦߵ ༡ܭ Sudoku ۏص ᗳᘑ satisfiable ೞಾ ๤ཛྷف اور ೞಾ AND Ⴄၖ clauses ஓ஄؇م
clauses ۲ݞار ۚٷڎ اور ݁ٺ؞ଫଜات 729 ඖඒ݁ ݬިرت 9×9 ᘛًݠનત۔ ா஫ڈ ᖄᖇ พᘠኡا اور ඖඒ۲ درݿب x(r,c,v) ᖄᖇ ܔިن ඖඒᘛدٞܦ :ᗳᘑ
ᗳᘑ พฆ۴᠃ ۭٞ :નત ா஬ ؗިر ߑߵ x(1,1,3) clause اނ؇رہ ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ݿܦ ݿྡྷٴᘛ؇ل ᖄᖇ ଩ଜّی ዜኞب solver SAT ༥ڎ࣎ࣖ ඖඒዜዊۏ ،ඖඒ۲ พฆྡྷྲྀ
๤ཚورت ሏᆧ ༰؇ل ሏᇭ؇اݪ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ༠ܹچިں ᗙᗜوا اނ؇رہ ᗙᖨآ ڣݠق พᘠ኱ ඖඒ۲”۔ ෛ੼ٺܹژ ݿص ᜨᜤܹ༠ ۭٞ“ ᄋჳ َۭ ،”ᗳᘑ 3 တ࿷ڤոּ ༠ܹچۭ ۭٞ“

ᗳᘑ۔ ؇ّா஬ ਜಶڎا
ඖඒف؇਍ಸ mega-Sudoku ؇૭૩ا ᖄᖇ ᗙᗜި݁ڣ؇ر SAT ᗙᗅ؇݁ ݆݁ ๱ཏܔ :ᜨᜤ۲ ؇༰ ᆙᆊب ႟ႆ݁ލ اور พฉܳا ܔި ᗙᗜ؇݁گ Sudoku۔ ᓵᓸ SAT
”ඖඒ۲ ෛ੼ٺܹژ ݿص ᜨᜤܹ༠ ۭٞ“ ๤ཛྷف ڢިا༟ڎ ྲྀྡྷچ؇دی ᗙᖩ Sudoku ۲ި۔ satisfiable ৖৑ި݁ڣ؇ر ۏص ި۲ ೞಾ ๤ཛྷف اور ೞಾ ༡ܭ Ⴄၖ ۏݴ
Ⴄၖ ༠ܹچިں Gadget ᗳᘑ۔ ߑߨّ؇ ؇َ؇਍ಸ ᖃٞأ ذر ᗙᖩ gadgets ᗙᗌިᘛۚ ܔި ڢچިد ݁ٷޚࠔࠨ ᗙᗅ؇݁ ݆݁ ᜨᜤܳ اس ،ඖඒ۲ ᜨ᜘ݿܦ ۭ۴᠃ ً؇ت ๱ཏྱ༥
ᗙᗈா஬ ادا ா஬دار Ⴄၖ ݁ٺ؞ଫଜات ᜨᜤܹ༠ ෛ੼ݱިص ඖඒ݁ ۏݴ ،ᜨᜤܳ ᗙᖩ clause ๱ཏًܔ ఈః݁ټ ،ᗳᘑ ؇ّި۲ ۭ༟ިᆇ୞୘ ؇ٕިᘛۚ ؇৆চ ؇৆ছ ਜಾ؇ر ᖄᖇ ᖃܹዜኜ
ᗙᖩ NP-چܭᆇᅉّ નતா஬۔ ىިرا ܔި clause ۏި ۲ިں ሏሄو ๤ཛྷف ᘛًݠاਜಮ؇ں ሏᇃިَ؇ڢ ᄋჳ ඖඒ۲ ሏᇆ؇༥ دی ߙߵོྱص ٞިں ڢچިد ሏᇃاࢾࣖرو اور ඖඒ۲

دی۔ ݿ؇ۊب ๱๎๊ا ඖඒ݁ 2003 ᗙᗅ Seta اور Yato ᜨᜤܳ ᗙᖩ Sudoku generalized ᗳᘑ؛ ّܦٷچ܂ ݁أچ؇ری ۭٞ ඖඒ݁ ਊುިّިں
ඖඒ۲۔ ܳٴ؇س ෛ੼ٺܹژ دو ᗙᖩ ᖃܹ٪݁ފ ሏሄ اٞ܂ ᖄᖇ ࠍ੆؇ظ ᗙᖩ ሏᆦچڎ౺౨ఫ SAT اور Sudoku N×N ᄋჳ ඖඒ۲ ሏᇆ؇ਐಸ ா஬ ݁ܭ ඖඒٺᆙᆊ دوَިں

ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ݿܦ ா஬ ਜಸ؇ن ሏᇃ؇۴᠃ ሏᆧ NP ىިرے ᖃٞأ ذر ᗙᖩ ఈః༟݁ٺިں اور ݁گ؇ா஫—ᄪᄟڈ ݁ݯ݄ިن—اور ᜨᜤܳ ๱ངا
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ሏᆶݠاᘛً ๱๎๊ا ᄋჳ ᗳᘑ ༰؇۲ٺ؇ ؇َި۲ ڢ؇فܭ Bob ᗳᘑ۔ ॴड़र؇༥ ሏᆶݠاᘛً درݿب კა჋݁ ሏᆧ mega-Sudoku Alice ᗳᘑ۔ ݿ؇دہ ᘛً޳ اب ّݱިر Ⴄၖ ܓިاہ
Ⴄၕ۔ ᗙᖸ؇༥ ި۲ ۊࡤࡲ راز ୍଺݁ ،Ⴄၕ ᗙᖸ؇༥ ި۲ ڢ؇فܭ Bob ިّ دے ᘛًچھ ሏᆶݠاᘛً ىިری พฆ۲؇༰۔ ؇َா஬ ඖඒዜኡ ޖ؇۲ݠ ᖄᖇا Alice ୍଺݁ ،ᗳᘑ ݁ިۏިد

༡ܭ Alice ᗳᘑ۔ ؇ّா஬ اݿٺأ݄؇ل ඖඒܹف؇ٕ ሏᆶި۲ ௤௕ᘗڈ َۭިஓ஁ พฃ۲ذ ߑߵاَ؇ اٞ܂ ඖඒ۲۔ ᗙᗈா஬ ܓڰٺܥި ܾ۲؇ً Bob اور Alice ඖඒ݁ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ
ᜨ᜕ᘛدٞܦ ڢچڎ ሏᇧ؇݁گ ሏᇭّݱ؇د ሏᆶިܔ ܔި Bob اور ،ᗳᘑ พฆܳࣖࢻ ߑߵ ޗިر ۊڰچۭ َ؇م ᗙᖩ ఈః༟݁ٺިں ᖃܹዜኜ ᖄᖇ ᖃܹ༡ਵਦ ۲ݠ ،ᗳᘑ ॴड़ीد ᘛۚٲ؇ ா஫ڈ ނڎہ
ݿص ىᘛݠ ᗳᘑ۔ ߓߨᘗٺ؇ ا؜ٺ݄؇د Ⴄၖ Bob ިّ ඖඒف؇ᘛدܔ ඖඒ݁ٺఈః༟ ෛ੼ٺܹژ ݿص ா஫ا ᜨᜤܹ༠ ᜨᜈܓ ᗙᗜިᘛܔ gadget۔ ؇ٞ َۭ؇༠ ݿٺިن، ڢޚ؇ر، :ᗳᘑ ॴड़ीد
ᜨᜈܓ ᗙᗕد ᖄᖇ ᖃܹዜኜ :ᗳᘑ พฆ۲ر ሏᇬ؇ً ሏᆦچڎ౺౨ఫ اٞ܂ ඖඒ۲۔ ᗙᗈ؇༥ ᗙᗜࣖࢻ ᖄᖇ ๤ངے ᜨᜈᝂ َ؇م ᗙᖩ ఈః༟݁ٺިں اور ᗳᘑ ؇ّ؇༥ دٞ؇ ڈᘗ܂ دوً؇رہ ᘙ੕၄
ᖄᖇا ܔިިل ߑߵوٕ ௤௕ݿچఈ႙ၖ ᄋჳ ᗳᘑ ؇ّ؇ਐಸ َިٹ ఈ႙ၕا ඖඒ۲۔ ᗙᗈ؇༥ ᘛۚس ᘛً޳ وہ ᖄᖇ ᜨ᜕ܳ ࢻࣖ َ؇م ᄋᄅَިܔچ ،ᜨᜤ۲ ؇༰ ༰؇ل ሏᇭ؇اݪ ᜨᜤܳ ᗙᖩ اނ؇روں

ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ܳ ؇ᘛݿྡྷٴ ᖃܔྱފ

ഇഃ٣ ᚙᚉڤ ոᖌץ༓۰ ᓴۻ༢څ څܙ ຑڪ׷ܙں ᕊᕍوا اո۳رہ ݂ݦو׆ܙڅܙل ୕୆۰׷୹ည࿇
ఈః༟݁ٺިں ᗙᖩ َ؇م ᜨ᜕ܳ ࢻࣖ ሏᆧ ༰؇ل Ⴄၖ اٞ܂ ؇ᘗࣖاࢾ َگޚۭ ᗳᘑ۔ ڢޚ؇ر، ݿٺިن اور ᗙᗅ؇༠ ᗙᖩ ڢިا༟ڎ ᜨ᜘۴᠃ ඖඒ۲ ۭٞ“ ᜨᜤܹ༠ ݿص ෛ੼ٺܹژ

،”ඖඒ۲ اور ݿص ෛ੼ٺܹژ ᗙᗅި۲ ሏᆧ ༠؇ݬྱب َ؇م ᜨ᜕ܳ ࢻࣖ ᗙᖩ ًأڎ ᘛً޳ ߓߵڢݠار พฆ۲ر ᗳᘑ۔ ୍଺݁ اނ؇رہ ᠃۴ٺ؇ ᗳᘑ ۭٞ“ ༠ܹچۭ ႟ႆܳ؇ً 5 ᗳᘑ”۔
َ؇م ᜨ᜕ܳ ࢻࣖ ᗙᖩ ًأڎ Bob ๤ཛྷف σ(5) دٞܦᘛٺ؇ ᗳᘑ اور σ ඖඒዜኡ ،؇ਐ಻؇༥ اس ᜨᜤܳ اނ؇رے ሏᆧ ّݱڎٞݑ ඖඒዜኡ ா஬ ݿ൞ി؇۔ ா஫ا ᖄᖇا درݿب
َۭ ؇৆ছ ᗙᖸ؇༥ ިّ Alice ᖃܹዜኜ ᖄᖇ ᗙᗕد ᜨᜈܓ اނ؇رے َޙݠ اࢾࣖاز ா஬ ᗙᖩ ๤ཛྷف ۭٞ ೑ಸ؇ٔ ா஬ พฆݿܦ ᗳᘑ ᄋჳ ᆀᄧڅܙ درݿب ா஫ڈ ݁ިۏިد
ᗳᘑ؛ اس ༠؇ص ݁أ݄؇ ᗙᖩ ً؇رے ඖඒ݁ ᘙ੕၄ ೑ಸ؇ٔ ඖඒዜኡ Ⴄၕި۔ ۲ ௤௕ݿچఈ႙ၖ ෫ໆଫଓܳݠ دو ݁أچ؇ری ༡ܭ ؇ਐೋد ᗳᘑ۔
ᗳᘑ۔ ؇൞ിݿ ؇༥ ؇ᘛ۠ᆙᆊ palette اٞ܂ ᖃۏފ ،નતா஬ ނ؇݁ܭ ڢޚ؇ر ሏᇭ؇اݪ اٞ܂ ሏᆧ ༠ܹچިں N ඖඒ݁ ா஫ڈ ᗙᖸި۲ ᜨᜐᘛۚ ؓ܋ոر۔ ඏ൷ڲ୹୴ຐ
ڢޚ؇ر ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ ॴड़ीد ࢻࣖل َ؇م ᗙᖩ ان ޗݠح ሏᆧ ா஫ڈ ሏᇬ؇ً ىᘛݠ اور ᗳᘑ ሏᇆݠᘛً ᖄᖇ 1…N ఈః༟݁ٺިں ඖඒ݁ ߙߵོྱص ݁أߺࠊم ᖄᖇا Alice
؇ٞ ᗙᗅ؇༠ ߓߨے ݿٺިن، ڢޚ؇ر، :ᗳᘑ ؇ّި۲ ا౪౜ర؇ب ሏᇭ؇اݪ اٞ܂ اب ඖඒ݁ ۚچܹٷھ ሏᇭّݱ؇د ᗙᖩ Bob ඖඒ۲۔ ᗙᗈآ (N)σ…(1)σ ඖඒ݁
اނ؇رہ ᄋჳ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ᘙدٞܦ وہ ىᘛݠ ᗳᘑ۔ ؇൞ിݿ ۭ۴᠃ ܔި ᜨ᜕ܳ ިᘛܔ ຑڪ׷ٞ واूे اո۳رہ ا׏ٳ اور ؓ܋ոر ඏ൷ڲ୹୴ຐ وہ ᗙᖸ؇෠ຳ ᗙᖩ gadget

ً؞ଫଜ۔ ᗙᗅ؇༥ σ ۊިد ،ᗳᘑ ᜨ᜕݁ ݿ؇ ᗙᖩ ༟ڎد ݁ޚߺࠊًۭ ۏި ᗳᘑ ߓߵاߓߵ ᗙᖩ ఈః༟݁ب ሏᆶި۲ ሏᇿࣖࢻ ๱ངا ༠ܹچۭ ৖৑وا
ᗙᖸ؇෠ຳ ᗙᖩ ᗙᗅா஬ ނ؇݁ܭ ۚچܹٷھ اܳـ܁ ᜨᜤܳ ᗙᖩ اނ؇رے ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ ݁ٺٴ؇دل พฆݿ؇ۊ ٞ؇دہ ز اٞ܂ دոॾ఼۔ ࠬࡇل ഇഃڲ ؓ׷ܙد څܙ اո۳رے
ڢݠار ෛ੼ٺܹژ ᖄᖇ ᜨᜤܹ༠ ۲ݠ ᗙᖩ ڢޚ؇ر พฆ݁ఈః༟ ܔި ᜨᜤܹ༠ ᗙᗜوا اނ؇رہ ᗙᖸ؇༥۔ دٞ؇ ா஬ ਊಾڎٞܭ ඖඒ݁ ڢچިد ሏᆧ ݁ފ؇وات ༟ڎم ܔި ๤ཇط اس
ᖄᖇ (5)σ ୍଺݁ ،… ෛ੼ٺܹژ، ᖄᖇ (2)σ ෛ੼ٺܹژ، ᖄᖇ (1)σ“ :ᜨᜤܳ ᗙᖩ 5 ً ఈః݁ټ ᗙᖩ۔ ᜨᜤܹ༠ ᗙᗜوا ڢڎر ݁ޚߺࠊًۭ ॴख़फا ᗙᖸݿިا ،નતد

ᗳᘑ۔ พฆ෫ຳ ఈః༟݁ب ݁ޚߺࠊًۭ ๤ཛྷف ߑߵ ޗިر ሏᇃިَ؇ڢ ೞಾ ඖඒዜኡ۔” ๤ཇط ሏᆧ ᗙᗅި۲ ෛ੼ٺܹژ
ඖඒ݁ (2007 Rothblum, and Pinkas Naor, (Gradwohl, ܔިިل ߑߵوٕ Sudoku ᗙᗜوا Ⴄၖرڈوں ۋگچࠔࠨ ပ࿇ر۔ ᖔٞ ׏ؠ ܈ۑ ୕ক܈ץ
ᜨᜤܳ ᗙᖩ ᜨᜤܹ༠ ۲ݠ ᗳᘑ۔ ሏᇆ؇༥ دی ா஬ ݁گݠر ௤௔درݿٺ ሏᆧ اނ؇روں ᖃܹዜኜ ᖄᖇ ᗙᗅ؇ٲᘛۚ ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد ᖄᖇ ๤ངے ᄪᄥ༡ਵਦ Ⴄၖ ᜨ᜕ܳ ࢻࣖ َ؇م
ᓴڪᖌڅ ᚙᚕڤ ᕊᔚ ຑڪ׷ܙں ᕊᕍوا اո۳رہ ୍଺݁ ،ᗳᙇࣖاوࢾ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ༠ܹچިں ᗙᗜوا راز — ᗳᘑ พฆᘛرܔ Ⴄၖرڈ ٞܦފ؇ں ඔඒّ ᗙᖩ ڢڎر ๱ངا Alice
اٞ܂ ਜಶܦث، ᗙᖩ ڢޚ؇ر Ⴄၖرڈ اٞ܂ Ⴄၖ ᜨᜤܹ༠ ۲ݠ ىᘛݠ ඖඒ۲۔ درݿب اނ؇رے ᄋჳ ᖃݿܦ ᘙدٞܦ ᖄᖇ آَܦᘛިں ॴख़फا Bob ᄋჳ؇ّ — رخ
دٞܦᘛٺ؇ Bob اور ᗳᘑ ؇ّ؇༥ ؇৆ছ ޖ؇۲ݠ ᗙᖩ ா஬ ༠ܹޔ ܔި ਜಶܦٽިں ᗳᘑ؛ ؇ّ؇༥ ඖඒ݁ ਜಶܦث ᗙᖩ ᗙᗅ؇༠ ߓߨے اٞ܂ اور ਜಶܦث ᗙᖩ ݿٺިن
ر۲ٺ؇ ߓߵڢݠار ဪࠍ؇َ زߦߵو ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ ሏᇆ؇༥ ݁ث ݁أߺࠊ݁؇ت ሏᆧ ݁گ؇م ᖄᖇ ༠ܹޔ ඖඒ۲۔ ݁ިۏިد ඖඒ݁ٺఈః༟ N ஓ஄؇م ඖඒ݁ ਜಶܦث ۲ݠ ᄋჳ ᗳᘑ

ඖඒ۲۔ ᗙᗈި۲ ᖃܦ༰ ި۲ ݁گڰܭ ሏሄ وڢب ᜨ᜘ྨཹ؇ً Ⴄၖرڈ اނ؇رے ᄋᄅۏٴ ،ᗳᘑ
څܙن ًأڎ ᗙᖩ ᗙᗅ؇ٲᘛۚ ᄋჳ ᗳᘑ ߑߨّ؇ رܔᘛٷ؇ ۋފ؇ب ᖄᖇ اۋٺچ؇ط ዜኞب ܔި ܔިިل ߑߵوٕ ဪࠍ؇َ زߦߵو :ᗳᘑ ሏሄ اٞ܂ ݿٴݑ ඖඒ݁ ݬިرت ۲ݠ
රඝ݁ޝ ᜨᜤܳ اس ᗳᘑ؛ ؇ਐೋد ݁ٽ؇ ܔި ߓߵاߓߵ” ᗙᖩ 5“ ୍଺݁ ،ᗳᘑ رܔᘛٺ؇ ො੼ڰިظ ܔި ෛ੼ٺܹژ” “ݿص ࢻࣖܳٷ؇ َ؇م ഇഃ٣۔ ᚙᚉ٣ ر ৭്ءܙظ ؼؠոֲۂ ᓵᓸ

ᗳᘑ۔ ߑߨّ؇ ؇َ৖৑ واีྵ ᖄᖇ ᖃٞگ ޗݠ دو๤ངے ๱ཏܔ ܔި ۋگچگب ா஬ᄳᄟا

:ᗳᘑ ݁؇ڈل พฃ۲ذ Ⴄၖ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ۭٞ ඖඒዜኡ۔ Ⴄၖر ᘣۭ ٞگ ޗݠ Ⴄၖ ᗙᗜ؇݁گ ۭٞ

ඖඒ۲۔ ᗙᗈா஬ ᄪᄟد؇ਊಾ Ⴄၖ ਜಶ؞؇݁؇ت ً؇ری ً؇ری Bob اور Alice •
ᗳᘑ۔ ۚٷٺ؇ ඖඒ᛻෫ຶ؇༥ ሏᇭّݱ؇د Bob •

ඖඒዜኡ۔ ༡ܭ ىިرا ،ᗳᘑ ሏᇆா஬ ޖ؇۲ݠ consistency ሏᇧ؇݁گ ๤ཛྷف Alice •
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ᘛّ؇۔ ؇൞ിݿ ި۲ generate ᘛً޳ ଫଜً؞ ᗙᖩ ༡ܭ راز ᗙᖩ Alice ݁ٷޙݠ Ⴄၖ Bob ᄋჳ ᗳᘑ ሏᇆ؇ᘛدܔ ਊುިت ሏᆧ ๱๎๊ިਜಮߑߵا •

:ᗳᘑ ܔᘛݓی ߑߵ ۋگچگب ݁ټྟب اٞ܂ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ᜨᜤܳ اس

ᗳᘑ۔ ݁ިۏިد ௤ਤواڢ ଫଓچިܳچಣಡᕬ

ሏᇭّݱ؇د ݁ލଫଐک ᖄᖇ ᖃܹዜኜ ،ඖඒዜኡ اپ ݿྱث ا؜ٺ݄؇د ڢ؇ًܭِ ሏᆶިܔ ᗳᘑ۔ ሏᇆ؇༥ উॻ༰ اور ᗳᘑ พฆ۠چᘛً ਊುިت اٞ܂ Alice دનત۔ ۲ٽ؇ ඖඒިܳٺዞང اب
ݿ൞ി؇۔ رہ ඖඒዜኡ ቕሶ؇ڢ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ඖඒ݁ ۏݴ ᗳᘑ ݬިرت وہ พᘠ኱ ᜨᜤ۲۔ ؇༰ ؇َா஬ ඖඒዜኡ ڢٴިل ܔٴᘛ޳ ݁أ݄؇ ༚ܹޔ ܔި Bob اور ،ඖඒዜኡ string
ᗳᘑ—݁گݠر َޙ؇م ሏᇆިਊು رᆙᆊ޳ ඖඒ݁ พฃ݁أ ᗙᖩ ݁ٷޚݑ ਵਦاد ዜ኱؇ں નતா஬۔ ᗳᘔ ոֿڲٞ ຐոؓ׿ہ اٞ܂ :ᗳᘑ درႤၖر ா஬دار اور اٞ܂ ᖃܹዜኜ ᖄᖇ ༰؇ل উ႓ၕا
݁ټ؇ل ݁أݠوف اٞ܂ ،ۭ༟ި݁ިݪ اݬިلِ ݁أچ؇ری ᗙᖩ ๱ཚ؇ٞ ر ZFC، ڢިا༟ڎ۔ ᗙᖩ ༒ຍ؇༥ พฃྱ݁ލ ሏᆧ ਊುިّިں ሏᇆ؇ݪچ؇ٞ ر ොູݠߦߵی اور ۭ༟ި݁ިݪ اݬިلِ
ᗳᗵ؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁گݠر ᘛً޳ ๱ཏܔ ݿ؇ۊب :ᗳᘑ ࠍᄕᄅ੕ار ا౪౜ర؇ب Ⴄၕ۔ ᗙᖸ؇༥ ؇ᘛ۠ᆙᆊ ᖄᖇ ࠍ੆؇ظ ᗙᖩ ᗳᗵ؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁ٷٺۛص ᖄᖇ ᖃܹዜኜ ਜಸ؇ن ۲ݠ ᗙᖨآ ᗳᘑ۔

ᜨᜤܳ۔ ᗙᖩ ZFC ๤ཛྷف َۭ ،ᗳᘑ ሏᇆா஬ Ⴄၖم ᜨᜤܳ ᗙᖩ
ᄋჳ َޙ؇م—َۭ رᆙᆊ޳ ৖৑وا ᜨ᜕෫ຶ؇༥ ਊುިت ሏᇆ؇ݪچ؇ٞ ᗳᘑ—ر ոֿڲٞ ຐոؓ׿ہ พᘠ኱ ਵਦاد ᖄᖇ َޙ؇م” ሏᇆިਊು“ ዜ኱؇ں َިٹ: اٞ܂ ߑߵ اݬޚఈఃح ሏᆧ ᗙᗜ؇݁گ)

ᗳᘑ۔) ؇ّ؇༥ ؇۴᠃ ܔٷٷڎہ” ّݱڎٞݑ اور ৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ “ਊುިت ܔި ݁ލچଫ଍ی ሏᆧ Alice/Bob ਜಶ؞؇م۔ Ⴄၖ Alice
ᗳᘑ۔ ؇ਐೋد ࢻࣖل ਊುިت ୍଺݁ ᗳᘑ رܔᘛٺ؇ ሏᇃ؇۴᠃ MegaSudoku ورژن Gödel-style

MegaSudoku(n) ᗙᖩ format ሏሄ اٞ܂ دوَިں D اور S ඖඒ݁ ሏᇃ؇۴᠃ ᠃ඖඒ۴۔ D ᖄᖇا ،ඖඒۚٷ َޙ؇م ڢچڎ دو๤ངا Ⴄၖ ܾ࿭੗ displayed ๱ངا
dummy harmless ިّ ި۲ ๤ཚورت ᗳᘑ؛ ؇൞ിݿ ި۲ آٞ؇ ᖄᖇ ৖৑ި݁ڣ؇ر ݁ٷޚࠔࠨ ႟ႆ݁ލ ܾ࿭੗-ٺܹژෛ੼ ๱ཏܔ D ݁ٷ؇ޖݠ the Behind ඖඒ۲۔ ᖃ݄݁أ
:ᗳᘑ unsatisfiable ඖඒ݁ ۋگچگب ۏި ᗳᘑ ؇਍ಸ ᖄᖇ ৖৑ި݁ڣ؇ر ݁ٷޚࠔࠨ ๱๎๊ا D ா஬ے۔ ݁ޚ؇ًگب ܾ࿭੗ ா஫ڈ ᄋჳ؇ّ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ؇༥ ؇৆ছ pad ᖄᖇ ڢچިد
اٞ܂ ۏި ᗳᘑ ৖৑ި݁ڣ؇ر وہ ݁ټ؇ل Toy ඖඒዜኡ۔ filling legal ሏᆶިܔ ሏᆧ ݁أ݄؇ broken ᖃྱފ༥ ،؇൞ിݿ ா஬ ඖඒዜኡ درݿب ܔި ڢچިد ஓ஄؇م ඔඒّأچ ሏᆶިܔ

ඖඒዜኡ۔ filling درݿب Ⴄၖ D ᜨᜤܳ اس ா஬ے۔ demand ”ᗳᘑ ༚ܹޔ “X اور ”ᗳᘑ درݿب “X ᘙّ؇ݿ
ᄋᄅَިܔچ ،ሏᆦ ா஬ے ඖඒዜኡ Ⴄၖم ݁ټ؇ل ܔᘛߺࠊَ؇ ሏᆶިܔ ݿܦᖃ۔ ި۲ ూ఩ոׅ ᓵᓸ ᆀᄴո۰آ ሏᇀاරඝ ሏᆧ ۏݴ ᜨᜤ۲ ؇༰ ؇َި۲ ඖඒዜኡ ݁أ݄؇ ۲ިا ؇ٕިٕ ؇૭૩ا D ܳچܦ݆
ڢ؇༟ڎہ ݁ٷٺۛص ਊುިت ๤ཡٺෛ੼ Ⴄၖ ᗙᗅި۲ ༚ܹޔ ᗙᖩ ۏݴ ᜨᜤ۲ ؇༰ ؇َި۲ ݁أ݄؇ ༚ܹޔ ؇૭૩ا D Ⴄၕ۔ دے ா஬ رد ً ڣިرا ܔި not-X” اور “X ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ
ᖄᖇ ۏݴ راݿٺۭ، ݁ٺٴ؇دل وہ :ᗳᘑ ሏᇆ؇༥ ًܦᘛݠ ሏᇃ؇۴᠃ ሏᇿوا ᖃ౺౨ర ިّ دے ா஬ رد ᖄᖇ دܳچܭ ๤ཡٺෛ੼ ܔި D ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ா஫ا ݿܦᖃ۔ دے َۭ ۭ݁؇َ

ᗳᘑ۔ ؇ّ؇༥ ި۲ ೑ಸ؇ٔ ਍ಸڎ ߑߵ ޗިر ً؇ڢ؇༟ڎہ ،؇ᘛّ ؇൞ിݿ દઑ ਊುިت ଫଜً؞ ᗙᖩ راز ᗙᖩ Alice
:ᗳᘑ ඖඒ݁ ً؇رے ᗙᖩ ਜಸ؇ن either/or ىᘛݠ ਊುިت ৖৑وا ਜಶ؞؇م اٞ܂ ሏᆧ Alice

ᗳᘑ۔ ༡ܭ Ⴄၖ D decoy ؇ٞ ،ᗳᘑ ༡ܭ Ⴄၖ S mega-Sudoku ۋگچࠔࠨ ؇ٞ

S ۴ܳڍٰا ،؇൞ിݿ ި۲ ඖඒዜኡ ༡ܭ “D ᄋჳ ؇ਐೋد ඖඒዜኡ دܳچܭ ۭٞ ਊುިت دے۔ ؇਍ಸ درݿب ܔި S ۏި ඖඒዜኡ ᖄᖊ ሏᆶدو؇༥ ሏᆶިܔ D ᗳᘑ۔ พᘠ኱ رًޔ ݁ٷޚࠔࠨ
درݿب ᜨᜤܳ ᗙᖩ disjunction ༚ܹޔ ᄋჳ ᗳᘑ ݁ޚܹص Ⴄၖ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ ᗳᘑ۔ ؇ّா஬ ೑ಸ؇ٔ D ո׏ S disjunction ๤ཛྷف وہ ᗳᘑ”۔ ༡ܭ Ⴄၖ
درݿب Ⴄၖ S راݿٺۭ وا༡ڎ Ⴄၖ ᗙᗅި۲ درݿب disjunction ᜨᜤܳ ඖඒዜኡ—اس ༡ܭ Ⴄၖ ᗳᘑ—اس ༚ܹޔ D ඖඒ݁ ؇ਜ಻د ۋگچࠔࠨ ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد ਊುިت

ᗳᘑ۔ ݁ިۏިد ๤ཚور ༡ܭ Ⴄၖ S ިّ ި۲ ڢٴިل ਊುިت ᗳᘑ۔ ؇َި۲
ۋگچࠔࠨ ᗙᖩ Alice ༥؇ّ؇۔ દઑ ܓިاہ ݁ٺٴ؇دل ༡ܭ ๱ཚڣݠ وہ ّި؟ ոׂ٣ܙ ༡ܭ Ⴄၖ D ா஫ا :ᗳᘑ ؇ّ؇༥ ࢻࣖل ݿިال ᖄᖇ ዜኜߺࠊ ᗙᗜوا ဪࠍ؇َ زߦߵو ܳچܦ݆
راݿٺۭ ۭٞ ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ unsatisfiable D ඖඒ݁ ۋگچگب ᘛّ؇۔ ؇൞ിݿ દઑ ଫଓچިܳچಣಡᕬ พฃٞأ—؇൞ിݿ ா஬ ਜಶڎا ਊುިت ሏᆶިܔ ᘛً޳ ଫଜً؞ ᗙᖩ ༡ܭ Sudoku

ᗳᘑ۔ ਍ಸڎ راݿٺۭ ᄋჳ ո೏ರ۰ ଯଝ ഇഃቍሒ ూ఩ոׅ ׏ٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁ٷٺۛص ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ َܦٺۭ ᗳᘑ۔ ਍ಸڎ ௤ਤواڢ
ոֿݾྛ زݗݦو ڲ܎ݍݦ ᗳᘑ۔ ؇ّ؇਍ಸ ৖৑زم ܔި S ਊುިت درݿب Ⴄၖ D” ؇ٞ “S ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ ༚ܹޔ D ᜨᜤܳ ᗙᖩ ॻలܙت ِ֙ ്ോ ඖඒ۲۔ Ⴄၖم اܳـ܁ دو ᗙᖩ D

ݿ൞ി؇۔ ா஬ ඖඒዜኡ ۊࡤࡲ ᄴᄥ༥ ܔި ᜨ᜘راݿ ݁ٺٴ؇دل ๱ཚڣݠ اس ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ ႟ႆ݁ލ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ᗳᗵ؇َ ڢ؇༟ڎہ ؇َா஬ رد ܔި D ᜨᜤܳ ᗙᖩ
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ر۲؇: ඖඒዜኡ ۭٞ ྀྱފث พฆۋڰ؇ޖ اب

ᗳᘑ؟ ݁ިۏިد ௤ਤواڢ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ඖඒ۲ ᜨ᜘ݿܦ ா஬ ೑ಸ؇ٔ ܾ۲ ؇৆ছ

:ᄋᄅًܹـ

ᗳᘑ؟ َ؇ᆙᆘܦ݆ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ா஬ ೑ಸ؇ٔ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ Ⴄၖ آپ ؇৆ছ

ڢ؇ًܭِ ᖃٞأ ذر ᗙᖩ ྀྱފث ሏᆧ ᗙᗅఈః༰ (a) ۏި ೑಻؇ᆙᆕ พฆۋڰ؇ޖ ۲ݠ :ᗳᘑ ܹ݁ٺ؇ consequence ݁ݯٴިط surprisingly ިّ ި۲ ඖඒዜኡ ۏިاب ா஫ا
ߑߵ guarantees ان ᗳᘑ۔ พฆ۲ر ቕሶ؇ڢ actually ா஬ے، ىଫଜوی provably ᖄᖇ وۏިد ଫଓچިܳچಣಡᕬ اࢾࣖر ᗙᖩ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ (b) اور ،ި۲ ݁ލ؇۲ڎہ
ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد refutation ๤ཡٺෛ੼ ๱๎๊ا ᄋჳ ᗳᘑ พᘠ኱ ݁ڰݠوݪۭ اور — Ⴄၕ ᗙᖸ؇༥ દઑ refutation ๤ཡٺෛ੼ ೞಮ؇༚ وہ ۊިد ᄪᄥᆇᅵ successful

ᗳᘑ۔ ۋݱۭ “݁ޝߜߵ” Ⴄၖ ဪࠍ؇َ زߦߵو ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ พᘠ኱
contrast: Classroom

ᗳᘑ۔ ݁ިۏިد ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋᄅَިܔچ ඖඒ۲ ො੼ڰިظ ਊುިت ոֿݾྛ: زݗݦو ୕୆۰׷୹ည࿇
ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁ٷٺۛص ᄋᄅَިܔچ ،ᗳᘑ ؇ّ؇༥ ؇ᘛ۠ᆙᆊ ො੼ڰިظ ਊುިت ᖄᖇ ࠍ੆؇ظ ᗙᖩ آز݁؇૰ૌިں พฆۋڰ؇ޖ ݁ލ؇۲ڎہ ڢ؇ًܭِ ոֿݾྛ: زݗݦو ڲ܎ݍݦ ပ࿇ ܈ۑز Gödel

ᗳᘑ۔ َ؇ᆙᆘܦ݆ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ؇൞ിݿ ா஬ ඖඒዜኡ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ
ሏᇆި۲ break ඖඒ݁ ورژن ௤௕ݿچఈ႙ၖ ۏި ᗳᘑ ؇൞ിݿ ᘙرܔ ۊݱިݬچ؇ت ඔඒّ وہ ᄪᄟ؇݁گ ᖄᖇ ۭ༥و ሏᆧ weakening ๱ངا ᗳᘑ۔ ᆇᅛݞور د؜ިیٰ دو๤ངا

ਊುިت۔ ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اپ، ݿྱث ඖඒዜኡ ਜಶ؞؇م، اٞ܂ :ඖඒᘛّ

ى؇َ؇ ா஬ َۭ ؇َா஬ ೑ಸ؇ٔ ሏᆦ݁ިۏިد ༟ڎم ሏᆧ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ྀྱފث: ؇ਜ಻
ᗳᘑ۔ พฆܳࣖࢻ ݿިال relaxation ሏᆧ Ilango

:ᗳᘑ พฆᘛۚިى ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ

ᗳᘑ؟ ݁ިۏިد ଫଓچިܳچಣಡᕬ ؇৆ছ

:ᗳᘑ พฆᘛۚިى ݿިال ᆇᅛݞور ဪࠍ؇َ زߦߵو ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ

ඖඒዜኡ؟ ݁ިۏިد ଫଓچިܳچಣಡᕬ ሏᆶިܔ ᄋჳ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ா஬ ೑ಸ؇ٔ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁ٷٺۛص ؇৆ছ

݁ިۏިد ඖඒ݁ ۋگچگب ଫଓچިܳچಣಡᕬ :ᗳᘑ ඖඒ݁ ༡؇ܳب ࿾ேچص اٞ܂ ݿ؇ۊب ᗳᘑ۔ ۊچ؇ل ྲྀྡྷچ؇دی พᘠ኱ ୍଺݁ ،ᗳᘑ ؇൞ിݿ ި۲ ݁أߺࠊم ෫ຳ؇ؤ ௤௕ّܦٷچ ො੼ݥ ۭٞ
රඝاب ۏ݆ آپ ா஫ا ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد وہ ᄋჳ ؇൞ിݿ ா஬ ඖඒዜኡ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁گݠر ୍଺݁—ᗳᘑ ༃واࡵ ඖඒ݁ ً؇رے اس ᄪᄟ؇݁گ—ഇഃቍሒ
ᗳᘑ۔ ؇ّா஬ ߓߵّ؇ؤ ༥ྱފ؇ ဪࠍ؇َ زߦߵو َޙ؇م ᖄᖇ ࠍ੆؇ظ ᗙᖩ ༇຀؇ਐ಻ พᘠኡا ިّ ،ި۲ درႤၖر رد พᘠ኱ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ᗙᗅா஬ ೑ಸ؇ٔ ඖඒዜኡا ඖඒ۲ ᜨ᜘۲ ؇༰ ෫ຳٷ؇ ᖄᖇ ༇຀؇ਐ಻

ሏᇆ؇ٞ ਊುިت-َޙݠ Connection ߑߵ۔ ޗިر ᗙᖩ ”ᗳᘑ ؇ّ؇਍ಸ ො੼ڰިظ crypto “Gödel َۭ اور ،ඖඒዜኡ ߑߵ ޗިر ᗙᖩ decoration — ᗳᘑ آّ؇ Gödel ዜ኱؇ں
ਊುިت ๤ཡٺෛ੼ ܔި ৖৑ި݁ڣ؇ر ݁ٺأܹگۭ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ሏᆶިܔ ᘛً޳ ۏص :ި۲ ᆙᆘܦ݆ દતଫଐዜኞ وہ ඖඒ݁ พฃ݁أ درݿب ா஫ا ඖඒ۴᠃ ਗਕજઁቍሏ ܔި ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ᗳᘑ۔
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اور Krajíček ݿܦᖃ۔ ா஬ رد ᖄᖇ ਊುިت ٞܭ ޗި ٞ؇دہ ز ߑߵ ޗިر رᆇᅪ޳ ଫଜܔټ ٞ؇دہ ز ᖄᖇ ݿص at ᖄᖇا ᘛً޳ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ દતଫଐዜኞ ،ᖃݿܦ ா஬ رد ᖄᖇ
ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ دو๤ངا ሏᆶިܔ ،નતா஬ درݿب ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ᘛً޳ ۏި آپ :exists ֿ܊ոم ॻలܙت ਗਕજઁቍሏ ഇഃቍሒ ᄋჳ ؇৆ছ ڢچ؇س ඖඒ݁ 1989 ᗙᗅ Pudlák
ᖄᖇ ඖඒ݁ ڢچ؇ݿ؇ت ఈఃᘛܔ ஼஬ਵਦی ሏᆧ ሏᆦچڎ౺౨ఫ ਊುިت ۭٞ Ⴄၕ۔ ா஬ے ೑ಸ؇ٔ ߑߵ ޗިر ๤ཡٺෛ੼ ٞ؇دہ ز ඖඒ۴᠃ ܔި ༠؇ࢾࣖان ᘙ੕၄ ሏᆧ statements درݿب
ਜಸ؇َ؇ت درݿب ๤ཡٺෛ੼ ᘙ੕၄ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁گݠر :ᗳᘑ ႟ႆނ ܾ۲ ॴॖीڢݠ ሏᇆ؇ٞ ౨ఫ౺چڎሏᆦ-َޙݠ ො੼ڎود، Ⴄၖ incompleteness Gödel اور ،ᗳᘑ اٞ܂
ඖඒ۴᠃ َۭ ඖඒ۴᠃ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁گݠر ۲ݠ ᄋჳ ᜨᜤܳ اس ᄋᄅًܹـ ،ඖඒ۲ اਊು؇ت َ؇ڢ؇ًܭِ ඖඒ݁ اݬިل وہ ᄋჳ ඖඒዜኡ ᜨᜤܳ اس — ى؇ّ؇ دے ඖඒዜኡ ਊುިت ๤ཡٺෛ੼ ܔި

ᗳᘑ۔ ؇ّިᘛܔ ޗ؇ڢب ਊುިت succinct
ᗳᘑ۔ ݁أچ؇ری ඖඒ݁ uses ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ۏި ،ᗳᘑ ؇ّா஬ assume ඖඒ݁ ႟ႆނ often” “infinitely ݁ݯٴިط ٞ؇دہ ز mildly ܔި ڢچ؇س اس ᄪᄟ؇݁گ
ڢ؇༟ڎہ ᖃۏފ ᗳᘑ ݁ިۏިد ᄪᄥݿܹފ ๱๎๊ا ሏᆧ formulas unsatisfiable ᜨᜤܳ ᗙᖩ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ۲ݠ :ᗳᘑ ༃واࡵ ڣ؇ࢱࣖہ Ⴄၖ ڢݯچۭ Krajíček–Pudlák
unfiormity พᘠ኱ ᗳᘑ۔ ؇൞ിݿ ா஬ ᘛً޳ generate ඖඒዜኡا ܾᘛّاܳـܥިر ݁ޝߜߵ ᄋჳ ۭٞ ً؇ت ا۲ܾ اور — ؇൞ിݿ ா஬ ඖඒዜኡ ؇َா஬ رد ᖄᖇ ਊುިت ๤ཡٺෛ੼ ۭ݁؇َ
ඖඒዜኡ۔ ᖄᖇ air ఈఃਐಶ ،ඖඒ۲ ᗙᗈآ ᖄᖇ દઇ৖৑ assembly D decoys :ᗳᘑ พฆݿܦ ఈః༰ Alice ᖃۏފ ᗳᘑ ሏᇆ؇਍ಸ ܾᘛّاܳـܥިر ۋگچࠔࠨ ܔި د؜ިیٰ وۏިد

ᗳᘑ۔ ؇َ؇਍ಸ ᄪᄥوݿچ ܔި ޗ؇ڢب ਊುިت of shortage ๱ངا රඞܔب ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬

ᗳᘑ ሏሄر ா஬ ؇৆ছ ඖඒ݁ ۋگچگب ݿ؇ۊب ۭٞ
ᗳᘑ۔ ٞިں ݿ؇ۊب ඖඒ݁ ႟ႆނ

ᗳᘑ พฆܹ݁ ᄪᄥݿܹފ ሏᆧ formulas generatable ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ොູب ᗙᖩ ݁ڰݠوݪۭ ሏᆦچڎ౺౨ఫ-ިتਊು ZFCً۔ ఈః݁ټ — નતா஬ درݿب ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ اٞ܂
ඖඒዜኡ۔ ਊುިت ๤ཡٺෛ੼ ሏᆧ unsatisfiability ሏᆧ ان ى؇س ᗙᖩ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ୍଺݁ ،ඖඒ۲ unsatisfiable ඖඒ݁ ۋگچگب ۏި

:ඖඒف؇਍ಸ ඖඒ݁ ႟ႆނ اس ਊುިت ৖৑وا ਜಶ؞؇م اٞ܂ اب

ᗳᘑ۔ satisfiable ৖৑ި݁ڣ؇ر ႟ႆ݁ލ ༠؇ص ۭٞ ؇ٞ ،ᗳᘑ satisfiable ਜಸ؇ن ۋگچࠔࠨ ؇ٞ

ᘛً޳ ىᘛݠ ؇َި۲ ڢٴިل ਜಶ؞؇م ިّ ި۲ ොේچں perfectly ݁ލچଫ଍ی ਊುިت underlying ᜨᜤܳ اس ඖඒዜኡ۔ satisfiable actually ৖৑ި݁ڣ؇ر ႟ႆ݁ލ ༠؇ص
ᗳᘑ۔ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ พᘠ኱ ᗳᘑ۔ ؇ّா஬ imply ܔި ᗙᗅި۲ درݿب ᗙᖩ ਜಸ؇ن ۋگچࠔࠨ

ܓިاہ ۋگچࠔࠨ ܓިاہ Ⴄၖ اس ೞಾ ٣ܙոׂ۔ satisfiable ৖৑ި݁ڣ؇ر ႟ႆ݁ލ ෛ੼ݱިص ᄋჳ નતா஬ ڣݠض ᜨᜤܳ ᗙᖩ ᜨ᜕ᘛ۠ᆙᆊ ܔި ۋڰ؇ޖب ๱ཏྱ༥ ဪࠍ؇َ زߦߵو
ᜨᜤܳ ๱ངا ݿ൞ി؇۔ ா஬ ඖඒዜኡ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ୍଺݁ ،ඖඒዜኡ satisfiable ৖৑ި݁ڣ؇ر ඖඒ݁ ۋگچگب دਐೋ؇۔ ᗙᗅ؇਍ಸ َگܭ ሏᆧ ਊುިت ଫଜً؞ ᗙᗅ؇༥

ى؇ّ؇۔ ா஬ ඖඒዜኡ ೑ಸ؇ٔ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ᘛً޳ َ؇ᆙᆘܦٷྱب ሏᆧ ଫଓچިܳچಣಡᕬ وہ
ᗙᖩ class ߓߨی اٞ܂ ሏᆧ ྀྱފث พฆۋڰ؇ޖ ݁ލ؇۲ڎہ ڢ؇ًܭِ ா஬ّ؇۔ ඖඒዜኡ hide ᗙᖩ ா஬ produce ଫଓچިܳچಣಡᕬ ௤௕ݿچఈ႙ၖ ܔި راز َޙ؇م ᗳᘑ۔ hinge ۭٞ

ݿ൞ി؇۔ ா஬ ඖඒዜኡ certfiy ሏᆦ݁ިۏިد ༟ڎم ଫଓچިܳچಣಡᕬ وہ ᄋჳ ᗳᘑ ᘛۚٲٺ؇ ᖃᘛ౺౨ఫ ᗙᖩ inability اس ሏᆧ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ راز ᜨᜤܳ

ᗳᘑ ؇ّா஬ د؜ިیٰ ؇৆ছ ᄪᄟ؇݁گ
:ᗳᘑ ۭٞ ۭ༶ཹྥچ ྲྀྡྷچ؇دی ᗳᘑ۔ آّ؇ ඖඒ݁ ዜኤިں พ෶ܔ ڢݯچۭ ا۲ܾ

ᗙᖩ ሏᆦچڎ౺౨ఫ ሏᇆިਊು وۏިد—اور ᗙᖩ proofs witness-indistinguishable non-interactive—ᖄᖒ݁ڰݠو ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ݁أچ؇ری اٞ܂
Ⴄၖ NP/SAT ᜨᜤܳ ᗙᖩ ᗳᗵ؇َ ڢ؇༟ڎہ ݁ٷٺۛص ۲ݠ ᄪᄟ؇݁گ ොູب ᗙᖩ ،ഇഃቍሒ ڲܙـܙد often infinitely ֿ܊ոم ᆀᄷܙॻల ਗਕજઁቍሏ ᆀᄧڅܙ ᄋჳ ڢچ؇س اس
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ဪࠍ؇َ زߦߵو ݁ޝߜߵ ᖄᖇ ࠍ੆؇ظ ᗙᖩ ᗳᗵ؇َ ڢ؇༟ڎہ ๱ངا اور اپ، ݿྱث ݬڰݠ ॻలܙت، ِ֙ ്ോ ပ࿇ڲڞ ඖඒ݁ ۏݴ ᗳᘑ ؇ّ؇਍ಸ ٞگۭ ޗݠ ሏᇆިਊು ৖৑وا ਜಶ؞؇م اٞ܂
ܳٴ؇س اٞ܂ Ⴄၖ ๱ངا MegaSudoku ᗳᘑ؛ ڢ؇ܳص” ݁ލଫଐک દતߙߵ ႟ႆ݁ލ“ ݁أچ؇ری اٞ܂ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ݁ފ؇فܭ ؇ஓ஁ ݁أ݄؇ NP/SAT ᗳᘑ۔ ݁ިۏިد

ᗳᘑ۔
:ᗳᘑ ؇ّா஬ ނ؇݁ܭ ݁ڰݠوݪۭ ݁أچ؇ری اور اٞ܂ ᄪᄟ؇݁گ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ᜨᜤڢݯ ᗙᗜوا ᜨ᜕ᘛرܔ ො੼ڰިظ ߑߵ ޗިر وݿچؕ ܔި ۊݱިݬچ؇ت พฆۋڰ؇ޖ اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ
دᜨ᜘ᝒ۔ ඖඒዜኡ ޗ؇ڢب ሏᇀ؇ۋފ ྲྀྡྷچ؇دی ሏᇭ؇اݪ ً ৖৑ز݁؇ ܾᘛّاܳـܥިر ሏᇭّݱ؇د ᄋჳ ۊچ؇ل ۭٞ ً ؇ਊೋّگݠ พฃٞأ ،BPP = P ݁ڰݠوݪۭ Ⴄၖ derandomization

ً؇۲ݠ: ᖄᖇ زً؇ن ڢݯچۭ

ᗳᘑ۔ ਜಶ؞؇م ሏሄ اٞ܂ ਊುިت •
ඖඒዜኡ۔ اپ ݿྱث ا؜ٺ݄؇د ڢ؇ًܭِ ሏᆶިܔ •

ݿ൞ി؇۔ ؇༥ ؇ٞ؇਍ಸ ඖඒዜኡ ਊುިت درݿب Ⴄၖ ਜಸ؇ن ༚ܹޔ •
ඖඒዜኡ۔ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ۋگچࠔࠨ ى؇س ᗙᖩ اس ඖඒዜኡ؛ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت •

؇༥ ؇৆ছ ༡؇ݬܭ ᗙᖩ ா஬ اٞ܂ اٞ܂ ඖඒ݁ ߙߵོྱص اس ܔި ༠؇ݬྱب พฆۋڰ؇ޖ พฃ݁ٴ ߑߵ ܔᘛچܭ اًޚ؇ل، ڢ؇ًܭِ ۲ݠ ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ୍଺݁ •
ᗳᘑ۔ ؇൞ിݿ

ா஬ ఈః༰ ܔᘛچܭ ሏᇆ؇ًݠ෠ູ ً؇ڢ؇༟ڎہ ᘙّ؇ݿ ᗙᖩ adversary ๱ཏܔ ᖃۏފ ᗳᘑ ሏᇧႤၖ؇َ พฆۋڰ؇ޖ ๱๎๊ا ਵਦاد ᖄᖇ اس ᗳᘑ۔ ܳڰޓ ا۲ܾ اًޚ؇ل” “ڢ؇ًܭِ
ܔި ڣٷܦލ݆ ๱ཏܔ ᗳᘑ؟ ؇൞ിݿ ா஬ ڣݠق ඖඒ݁ encryptions دو adversary ؇৆ছ :ඖඒ۲ ๱๎๊ا ඖඒٞڰ ّأݠ ๱ང ዜኞب ሏᆧ ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬ ݿܦᖃ۔ ؇༥ ؇෫ຶ؇༥
ུྱݷ ਊುިت اܳـ܁ ᜨᜤܳ ᗙᖩ ༠؇ݬྱب اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ ۲ݠ ڢݯچۭ ᗳᘑ؟ ؇൞ിݿ ۏچب ܔᘛچܭ ෛ੼ݱިص ᗳᘑ؟ ؇൞ിݿ ா஬ ٞ؇ڣب ً؇ز ܓިاہ ᗳᘑ؟ ؇൞ിݿ اܳث
دوً؇رہ ᗳᘑ—ߑߵاَ؇ َ؇ᆙᆘܦ݆ ً ༚؇ܳٴ؇ ᖃᘛرܔ وڢب ਜಸ܂ ۊݱިݬچ؇ت اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ ո଄૵م ۏި ৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت ሏሄ اٞ܂ ᗳᘑ۔ ؇ਐೋد ৖৑وا ᗙᗅா஬
ᗳᘑ۔ ߑߨّ؇ ؇َި۲ َ؇Ⴄၖم ௤ਤواڢ ዜ኱؇ں اور ،ᗳᘑ ༠؇ݬྱب اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ اٞ܂ ۊިد (”ᗳᘑ ؇൞ിݿ ؇ᘛدܔ ܔި دو๤ངوں ਊುިت (“Bob ᄪᄥᆇᅵ ৖৑وا اݿٺأ݄؇ل
ۏި ۊݱިݬچ؇ت وہ พฃٞأ ،ᖃݿܦ ᆙᆊچث ۊݱިݬچ؇ت اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ ᆀᄷؓ׿ر ஓ஄؇م ނ؇࣎ࣖ ৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت اٞ܂ ᄋჳ ᗳᘑ ؇ّா஬ ෠ູިߦ߳ ᄪᄟ؇݁گ
೑಻؇ᆙᆕ ᗳᘑ۔ ๤ཡۜ݁ٷ ߑߵ ڢچ؇س ༃واࡵ اٞ܂ اور ٞژ ّأݠ رᆙᆊ޳ ଫଜ༚ ሏᆧ ”ሏᇆڢڎر“ ۋݱۭ ۭٞ ୍଺݁ ඖඒ۲؛ ሏᇆآ ᜨ᜕݁ ݿ؇ ඖඒ݁ ᆇᅦܭ ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ۋگچࠔࠨ

ඖඒዜኡ۔ ඖඒ݁ ً؇رے ᗙᖩ พฃ݁أ พฃިܳྱލ݆-݁ٴಣಡᕬ ؇ٞ ڣܹފڰچ؇َۭ ۲ݠ ᗙᖩ رازداری ،ᗳᘑ ඖඒ݁ ً؇رے ᗙᖩ َ؇Ⴄၖ݁چިں ݁ލ؇۲ڎہ ڢ؇ًܭِ
ਊುިت witness-hiding উॻ༟؇ّڰ ଫଜ༚ ఈఃዜኜ ᘙّ؇ݿ ᗙᖩ ᗙᗜوا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت ٞܦފ؇ں اٞ܂ ݿ؇ۊب :ᗳᘑ ا۲ܾ ᘛً޳ ۭ༶ཹྥچ พฃᆙᆕ ༃واࡵ اٞ܂
ᗙᖩ۔ اپ ݿྱث ଫଜً؞ اور ܓڰٺܥި ً؇ᆇᆆ޳ ଫଜً؞ ᘛً޳ دਐೋ؇”—وہ ඖඒዜኡ ݁ڎد ඖඒ݁ ᗙᗅா஬ ఈఃّش ༡ܭ Ⴄၖ اس ܔި آپ ਊುިت Ⴄၖ “݁أ݄؇ พฃٞأ—ᗳᘑ ॴड़ीد

ᘛّ޳۔ ሏሄر ႟ႆ݁ލ ᖄᖇ دਜಮ؇۲ިں พ෶ܔ ଫଜّ݄أ ሏᆧ ۏݴ ᗳᘑ ༠؇ݬྱب ሏᇿوا ᜨ᜕ᝒد ሏᆶ؇ݿٷ ො੼ڎود اٞ܂ ۭٞ

᠃۴ٺ؇ ഇഃቍሒ ؇৆ছ ۭٞ
ᗳᘑ۔ رܔᘛٺ؇ دار ೑಻؇ٞد ܔި ሏᇃ؇۴᠃ ۋݱۭ ۭٞ

ᗳᘑ۔ พฆ෫ຳ ᖄᖇ ان ா஬ ࢻࣖل ٞژ ّأݠ ݿ؇ۊب ᖃᘛّ۔ ༚ܹޔ ᜨᜤڢݯ ᗙᖩ َ؇ᆙᆘܦٷྱب ᗙᗅߑߵا ᄋჳ ᠃۴ٺ؇ ഇഃቍሒ ۭٞ
᠃۴ٺ؇ ݬ؇ف ᄪᄟ؇݁گ دਐೋ؇۔ ഇഃቍሒ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ Ⴄၖ ݁أ݄ިل ᘙّ؇ݿ ᗙᖩ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اور ،ଫଜً؞ ᗙᖩ اپ ݿྱث ،ଫଜً؞ ᗙᖩ ܓڰٺܥި ً؇ᆇᆆ޳ ۭٞ

ඖඒዜኡ۔ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ۋگچࠔࠨ ى؇س ᗙᖩ ᗙᗜوا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت ᜨᜈܓ ᗙᖸ؇਍ಸ ᄋჳ ᗳᘑ
๱ཏྱ༥ deniability ᗳᘑ؛ ؇൞ിݿ ؇༥ ؇ٞ؇ᘛدܔ ܔި اور ๱ཏܔ ਊುިت ৖৑وا ਜಶ؞؇م اٞ܂ ݿ൞ി؇۔ ި۲ ඖඒዜኡ اݿٺأ݄؇ل دوً؇رہ ਊುިت ᄋჳ ᠃۴ٺ؇ ഇഃቍሒ ۭٞ

ᗳᘑ۔ พฆݿܦ ި۲ ݁ިۏިد ༡ڎ ۭٞ ᘛً޳ ඖඒ݁ ဪࠍ؇َ زߦߵو উॻ༟؇ّڰ ଫଜ༚ ᗙᗜوا اپ ݿྱث ا؜ٺ݄؇د ڢ؇ًܭِ ر۲ٺඖඒ۔ ඖඒዜኡ ො੼ڰިظ ۊݱިݬچ؇ت
ᗙᖩ ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬ اور ሏᆦچڎ౺౨ఫ ሏᇆިਊು ۭٞ ᗳᘑ۔ ۭ༶ཹྥچ Ⴄၖ ྲྀྡྷچ؇دوں ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ اور ۭٞ َޙݠ ሏᆦچڎ౺౨ఫ ۭٞ ഇഃቍሒ۔ ܔިިل ߑߵوٕ ਜಾ؇ر ᜨᜤܳ ᗙᖩ ሏᇆ؇ّأچٷ উॻᆇᅦ ۭٞ

ඖඒዜኡ۔ Ⴄၖ اޗఈఃق ڣިری ،ᗳᘑ Ⴄၖ اႤႆ݁ن ሏᇿިاݬ ݿިال اور ،ᗳᘑ ๤ཡۜ݁ٷ ߑߵ ݁ڰݠوݪިں ߓߨے
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ො੼ڎود ሏᆧ incompleteness اور ᖃܹ٪݁ފ ᗙᖩ َޙ؇م ሏᇆިਊು દતଫଐዜኞ َޙ؇݁ިں، ሏᇆިਊು ੯੩ّأ ਍ಸ؇ّ؇۔ ഇഃቍሒ ඹජو พฆۋڰ؇ޖ ሏᆶدو؇༥ ሏᆶިܔ ܔި Gödel ۭٞ
ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ ா஫ا ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ ً؇ت ᗳᘑ”۔ ሏᇆா஬ ො੼ڰިظ password Ⴄၖ آپ “incompleteness ᄋჳ ඖඒዜኡ ۭٞ و༥ڎان درݿب ᗳᘑ۔ ᖄᖇ ݁ټ؇ܳިں
؇༥ ᗙᖩرو ،ި۲ ๤ཚورت ሏᆧ رد ๱ངا اࢾࣖر ᗙᖩ ّأݠٞژ พฆۋڰ؇ޖ ඖඒዜዊۏ ᖃܹᆇᅵ وہ ިّ ،ᗳᘑ َ؇ᆙᆘܦ݆ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ᄋჳ ᖃݿܦ ா஬ َۭ ೑ಸ؇ٔ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ

ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ݿܦ

ᗳᘑ ܔچިں دࠍ੕ފس ۭٞ ᘛً޳ ىᘛݠ
݁ڰچڎ ᖄᖒ݁ڰݠو ᗙᖩ ޗݠز RSA ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ ႟ႆ݁ލ Factoring ᗳᘑ۔ พฆܳࣖࢻ ඖඒ݁ ۋڰ؇ޖب ܔި ᖃܹ٪݁ފ ሏᇀ؇ۋފ ႟ႆ݁ލ ๱ཏܔ ଫ଒اܔ ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬
،ඖඒዜኡ ”ᗳᘑ ႟ႆ݁ލ Ⴄႆَܳٷ؇ “راز :ᗳᘑ ࿾ேچص ٞ؇دہ ز ႟ႆ݁ލ ዜ኱؇ں ᗳᘑ۔ พฆྡྷྲྀ ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬ lattice ᜨᜤܳ اس ،ඖඒ۲ ႟ႆ݁ލ ݁ފ؇فܭ Lattice ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ྡྷྲྀ

ݿܦพฆ”۔ ި۲ ඖඒዜኡ ݁ިۏިد ᖄᖊ ሏᇆިਊು ༠؇ص اٞ܂ ᄋჳ ᗳᘑ ႟ႆ݁ލ ؇َா஬ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ“ ᄋᄅًܹـ
ᗳᘑ۔ ؇ਐಾߓߵ ޗݠح ሏᆧ وݿ؇فܭ ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ً ؇ਊೋّگݠ ܔި َ؇݁ިں ڢ؇༟ڎہ رᆙᆊ޳ اور ۭ༟ި݁ިݪ اݬިلِ ۭٞ ᗳᘑ۔ ؇ّި۲ ො੼ފިس ሏᇿި݄݁أ ଫଜ༚ ᄪᄟ؇݁گ ᜨᜤܳ ๱ངا
ᖃᘛ౺౨ఫ ᗙᖩ ߑߵدے ᗙᖩ ᗙᗕَޙݠ ሏᇆިਊು ܔި ਍ಾ؇ؤ اس Ilango ᗳᘑ۔ ሏᇆ؇ᘛدܔ ਍ಾ؇ؤ در݁چ؇ن ᗙᖩ ಣಡᕬިܳྱލ݆ اور ਊುިت ොේبِ َ؇ᆙᆘܦٷྱب ሏᆧ ݁أ݄ިل

ݿ൞ി؇۔ ா஬ ඖඒዜኡ ޖ؇۲ݠ ܔި ሏᆦ݁ިۏިد ༟ڎم اس ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ َޙ؇م رᆙᆊ޳ ୍଺݁ ،ᗳᘑ ೞಮ؇༚ ඖඒ݁ ۋگچگب ଫଓچިܳچಣಡᕬ :ᗳᘑ رܔᘛٺ؇
ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ ଫଜ༡ت ඖඒዜኡ۔ ނ؇࣎ࣖ ިّ راݿب ߓߵاہِ ቕሡ از ቕሡ—Ⴄၕ ᗙᗜ ᗙᗜ ᄋᄄ༥ ሏᆧ َޙ؇݁ިں ဪࠍ؇َ زߦߵو ᗙᖩ آج ۭٞ ᄋჳ ඖඒዜኡ ۭٞ ଫଜ༡ت ᜨᜤܳ ᗙᖩ ڢ؇ری

ᘛً޳۔ ߑߵ ޗިر ᗙᖩ ߑߵدے ،ඖඒዜኡ ߑߵ ޗިر ᗙᖩ دٞިار ๤ཛྷف :ᗳᘑ ؇൞ിݿ ؇༥ ؇৆ছ اݿٺأ݄؇ل ߑߵ ޗިر ّأଫଜ݄ی ܔި ༡ڎ اٞ܂ ሏᆧ ݁ٷޚݑ ሏᇆ؇ݪچ؇ٞ ر

ඖඒ۲؟ ݁ݯٴިط ᜨ᜕ܔٺ ނިا۲ڎ
؇ٞ ۲ިا دوً؇رہ ෠ູݠًۭ ᄋჳ ඖඒዜኡ ۭٞ ݿިال ᗳᘑ۔ ෛ੼ٺܹژ ᖄᖇ ڣ൪ിܹ؇ت ؇ٞ ۋچ؇ਜಾ؇ت ݁ޚܹص Ⴄၖ “ނިا۲ڎ” ዜ኱؇ں ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ ᄪᄟ؇݁گ พฃ݁ٴ ߑߵ ڢݯچۭ ۭٞ

ඖඒዜኡ۔ ؇ٞ ඖඒ۲ ॴड़ीد ዞང؇را ܔި د؜ިے ଫଜ᛻෠ຶز ሏᆧ ਊುިت اور ᖄᖒ݁ڰݠو ،ඖඒٞڰ ّأݠ ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ ݿިال ඖඒዜኡ؛
ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬ proofs witness-indistinguishable non-interactive ඖඒዜኡ۔ ሏᇿި݄݁أ ᖄᖒ݁ڰݠو ۭٞ ඖඒ۲۔ ༃واࡵ ᖄᖒ݁ڰݠو اور ᗳᘑ رᆙᆊ޳ ਊುިت
ሏᆦچڎ౺౨ఫ ሏᇆިਊು ڢچ؇س Ⴄၖ ”ඖඒዜኡ َޙ؇م ሏᇆިਊು દતଫଐዜኞ ሏᆶިܔ“ ඖඒ۲۔ ᗙᗈި۲ ༡؇ݬܭ ᖄᖇ ᆇ୞୘ި؜ިں ሏᇆ؇݁ڰݠوݪ ނڎہ ቕሶ؇ڢ พ෶ܔ اور ඖඒ۲ اނچ؇ ݁أݠوف ඖඒ݁
ᗙᗜوا ۊݱިݬچ؇ت اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ ߙߵ وݿچؕ ๤ཛྷف ۏި ،ᗳᘑ ݁ڰݠوݪۭ derandomization ݁أچ؇ری اٞ܂ BPP = P ᗳᘑ۔ ݿިال ஼஬ਵਦی Ⴄၖ

ᗳᘑ۔ ؇ّި۲ اݿٺأ݄؇ل ඖඒ݁ ᜨᜤڢݯ
ྲྀྡྷچ؇دی وہ ᄋჳ ᗳᘑ ؇ّ؇ᘛدܔ ۭ༶ཹྥچ Ⴄၖ ᆙᆊب พฉܳا :ඖඒ۲ ڢچ݄ب ًدرݿب ؇ਊೋّگݠ ᄋᄅًܹـ ඖඒዜኡ ዞང؇را ؇َ؇݁ ݆݁ ᖄᖒ݁ڰݠو ۭٞ ᄋჳ ᗳᘑ ؇ਐೋد دܳچܭ ᘛً޳ ۭٞ ᄪᄟ؇݁گ
ᗙᗅި۲ ݁ިۏިد ᘛً޳ proofs witness-indistinguishable non-interactive ިّ ۲ިں ݁ިۏިد ඖඒݿ؇ۊٺ ๱๎๊ا ா஫ا—ඖඒ۲ ᘛً޳ ๤ཚوری ߑߵ ޗިر
ሏᇆިਊು ۊިد ؇َா஬ رد ܔި ݁ڰݠوݪިں ᜨᜤ۲۔ ؇༰ ؇َި۲ ඖඒዜኡ ᘛً޳ َޙ؇م ሏᇆިਊು દતଫଐዜኞ ሏᆶިܔ ߑߵ ᜨ᜕ᝂ؇݁ functions one-way ݁أچ؇ری اور ،ඖඒ۲چ؇༰

ሏᆦި۔ ۲ ٞ؇ڣب در ߓߨی ඖඒ݁ ᗙᗕَޙݠ ሏᆦچڎ౺౨ఫ ؇ٞ ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬ ،ሏᆦچڎ౺౨ఫ
ா஫ا اور ሏᆦ۔ ᗙᖸ؇༥ ࢻࣖل ଫଜّأٴ ሏᆧ ᜨᜤڢݯ ިّ ඖඒၯႆَ ༚ܹޔ ᖄᖒ݁ڰݠو ா஫ا ᜨᜤ۲۔ ؇༰ ؇َި۲ ๤དྷ݁وط ᘛً޳ ا؜ٺ݄؇د ᜨᜤܳ اس ،ᗳᘑ ๤དྷ݁وط ۭ༶ཹྥچ ୍଺݁
ᗳᘑ۔ ّݱިر พฃ݁ٴ ߑߵ ᗙᗕَޙݠ ሏᇆިਊು ۲ިا، ؇৆ছ ߖߵم Ⴄၖ ᗙᗜ؇݁گ ᄋᄅًܹـ ඖඒዜኡ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ კა჋݁ ೑಻؇ᆙᆕ ᘛً޳ ೞಾ ۲ިں، ᘛً޳ درݿب ᖄᖒ݁ڰݠو

ᖄᖒ݁ڰݠو ᗙᖩ اس ᄋჳ ا؜ٺ݄؇د در݁چ؇َۭ ᗳᘑ؛ ؇ّா஬ ೑ಸ؇ٔ ۭ༶ཹྥچ ሏᇃႤႆ݁ا ๤དྷ݁وط ਵਦًިط اٞ܂ ᄪᄟ؇݁گ ᄋჳ ا؜ٺ݄؇د ٞ؇دہ ز :ᗳᘑ ۭٞ ا؜ٺ݄؇د ݁ٷ؇ݿص
ا؜ٺ݄؇د۔ ቕሡ ߑߵ ༇຀؇ਐ಻ উॻᆇᅦ ڣިری اور ඖඒ۲؛ ᗙᗈா஬ ਜಸ؇ن ޗݠح اᘛۚ޳ ܔި ؇ਜ಻د ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ۋگچࠔࠨ ᆇᆆ؇ری
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ᗳᘑ ا۲ܾ ܔچިں ۭٞ
ᘛّ؇۔ ؇ّ؇༥ ؇ᘛ۠ᆙᆊ ਍ಸڎ ඖඒ݁ ۭٞ َޙݠ ௤௕ݿچఈ႙ၖ ۏި ᗳᘑ ܔᘛިܳٺ؇ راݿٺۭ ؇૭૩ا اٞ܂ ᄪᄟ؇݁گ

ݿ൞ി؇۔ ؇༥ ؇৆ছ ඖඒዜኡ ༡؇ݬܭ ᘙّ؇ݿ ᗙᖩ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اور اپ ݿྱث ݬڰݠ ਜಶ؞؇م، اٞ܂ ဪࠍ؇َ زߦߵو Ⴄၖ݁ܭ ᄋჳ ᗳᘑ ᠃۴ٺ؇ ۭٞ َޙݠ ௤௕ݿچఈ႙ၖ
اس ܔި ّأݠٞژ اور ،ᗳᘑ ؇൞ിݿ ؇༥ ؇෫ຶ؇༥ ඖඒ݁ ܔᘛچܭ พฆۋڰ؇ޖ ඖඒዜዊۏ નતد ۭ༥ިّ ߑߵ ༇຀؇ਐ಻ ان ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو ܾ۲ ா஫ا ᄋჳ ᗳᘑ ۭٞ ෠ູިߦ߳ ሏᆧ Ilango
؇൞ിݿ ؇༥ ؇৆ছ ༡؇ݬܭ واีྵ ۋݱۭ ߓߨا Ⴄၖ ᗙّᗕرو ݁ڰچڎ ިّ ،ᗳᘑ ؇൞ിݿ ா஬ رد ؇৆ছ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ رᆙᆊ޳ ᄋჳ નતد ᗙᗅި۲ ๤ཡۜ݁ٷ ߑߵ ً؇ت

ݿ؇ᘙّ۔ ᗙᖩ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اور اپ ݿྱث ݬڰݠ ਜಶ؞؇م، ᗳᘑ—اٞ܂
ۋگچگب ᖄᖊ ؇৆ছ ᄋჳ ඖඒᘛۚިى َۭ ۭٞ ๤ཛྷف ᗳᘑ۔ ٞگۭ ޗݠ ෛ੼ٺܹژ اٞ܂ Ⴄၖ ᜨ᜕ᘛدٞܦ ܔި ਐ಻؇ᆙᆕިں ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ᄋᄅًܹـ ،ඖඒዜኡ উॻٞڎਊಾ ሏᇆ؇ٞڰ ّأݠ ሏᇿި݄݁أ ۭٞ
ො੼ݥ ܔި اਊು؇ོྱب َ؇ڢ؇ًܭِ ᗳᘑ۔ ؇൞ിݿ ா஬ ೑ಸ؇ٔ ܔި وۏިد ༟ڎم ᗙᖩ ଩ଜ༰ ܔݴ ۭ݁؇َ ڢ؇༟ڎہ رᆙᆊ޳ Ⴄၖ آپ ᄋჳ ඖඒᘛۚިى ᘛً޳ ۭٞ ᗳᘑ؛ ݁ިۏިد ඖඒ݁

નતா஬۔ اݿٺأ݄؇ل ߑߵ ޗިر ᗙᖩ ᖃܹوݿچ พฆݿ؇ۊ ᗙᖸ؇෠ຳ ᗙᖩ رႤၖوٹ ڣܹފڰچ؇َۭ
ா஬ ඖඒዜኡ ೑ಸ؇ٔ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ሏᆶިܔ“ ඖඒ݁ ۏݴ ᗳᘑ ݁ިۏިد พฃ݁أ رᆙᆊ޳ اٞ܂ اب ᗳᘑ۔ ࢻࣖܳٺ؇ َگލۭ ሏᇆّݱިرا ୍଺݁ ،ሏᆦ ᗙᗜࣖࢻ ඖඒዜኡ ႟ၖ ؇ਜ಻د উॻᆇᅦ
واีྵ ۊݱިݬچ؇ت พฆۋڰ؇ޖ พฃ݁ٴ ߑߵ ܔᘛچܭ ๱ང ዜኞب ݁ޚߺࠊب ᖄᖇ ۲ިا” ඖඒዜኡ ڣ؇ش “راز ᄋჳ ᗳᘑ ؇൞ിݿ ި۲ ݁ݯٴިط ؇਍ಾا ۲ިا” ڣ؇ش راز ᄋჳ ؇൞ിݿ

ݿܦඖඒ۔ ؇༥ ሏᆧ ༡؇ݬܭ
ᗳᘑ۔ Gödel ඖඒ݁ title ᜨᜤܳ ๱ངا

ఈః༠ݬۭ ݬ؇ف
௤௕ݿچఈ႙ၖ ᗳᘑ۔ درݿب ਜಸ؇ن ᄋჳ ᗳᘑ ؇ّா஬ ڢ؇فܭ ܔި ܔٷٷڎہ ّݱڎٞݑ ،ଫଜً؞ ᜨᜤܔ ޖ؇۲ݠ ܓިاہ ،৖৑وا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت ඖඒ݁ ਊುިت ဪࠍ؇َ زߦߵو
ߓߵڢݠار ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ ᗙᖸި۲ ᜨ᜘ྨچᆙᆊ ඖඒ݁ ਜಶ؞؇م ሏሄ اٞ܂ ܔި ဪࠍ؇َ زߦߵو ᗙᖩ ߙߵོྱص ሏᆶڎاਐಸا ๱ཏܔ ଫଜً؞ ᄋჳ ඖඒ۲ ᜨ᜘۴᠃ ༇຀؇ਐ಻ ᗙᖩ َ؇ᆙᆘܦٷྱب
ඔඒ݁ٺأ ոֿݾྛ، زݗݦو ڲ܎ݍݦ ّݱިر، ᆇᅛݞور اٞ܂ ۭٞ ᗙᖸ؇෠ຳ ᗙᖩ اس ா஬ّ؇۔ ඖඒዜኡ رد ܔި ༇຀؇ਐ಻ ان ᄪᄟ؇݁گ Ⴄၖ Ilango Rahul ݿܦพฆ۔ ؇༥ رܔᘛ޳ ඖඒዜኡ
َۭ ೑ಸ؇ٔ ۭٞ ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ — ZFC ً ఈః݁ټ — َޙ؇م ሏᇆިਊು رᆙᆊ޳ ݁ٷٺۛص ᗙᖸ؇෠ຳ ᗙᖩ ๤ཇط ሏᆧ وۏިد ᗙᖩ ଫଓچިܳچಣಡᕬ ۋگچࠔࠨ ඖඒ݁ اس :ᗳᘑ ؇ّா஬
ሏᇆިਊು اور proofs) witness-indistinguishable উॻ༟؇ّڰ ଫଜ༚) ᖄᖒ݁ڰݠو ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ߓߨے اٞ܂ ඖඒዜኡ۔ ݁ިۏިد ଫଓچިܳچಣಡᕬ ؇૭૩ا ᄋჳ ᖃݿܦ ா஬
ߙߵོྱص ሏᆶڎاਐಸا ଫଜً؞ ،ᗙᗜوا ਜಶ؞؇م اٞ܂ ᜨᜤܳ ᗙᖩ NP/SAT ᄪᄟ؇݁گ ොູب، ᗙᖩ (ඖඒዜኡ ݁ިۏިد َޙ؇م ሏᇆިਊು દતଫଐዜኞ ሏᆶިܔ ᄋჳ) ᖄᖒ݁ڰݠو ᗙᖩ ሏᆦچڎ౺౨ఫ
ா஬ اٞ܂ اٞ܂ ۊݱިݬچ؇ت พฃ݁ٴ ߑߵ ܔᘛچܭ اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ۏި ᗳᘑ ؇ّ؇਍ಸ prover ᗙᗜوا ᜨ᜕ᘛرܔ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ ،ᗙᖩ
اًޚ؇ل ڢ؇ًܭِ ۲ݠ ᗳᘑ؛ ّިݿچؕ ๱ང؇ڢچ ࣖ࣎ਲ਼ਦ ،ᗙᗜ ᆙᆊچث ܔި ۊݱިݬچ؇ت ”ሏᇆڢڎر“ ஓ஄؇م ۏި prover وا༡ڎ اٞ܂ ؇૭૩ا ඖඒ۲۔ ᗙᗈா஬ ༡؇ݬܭ ᗙᖩ
،ᗳᘑ ๤དྷ݁وط اور ሏᇆ؇ٞ َޙݠ ۭ༶ཹྥچ ඖඒ۲۔ ᜨ᜘ݿܦ ؇༥ ᜨᜤܔ اݿٺأ݄؇ل دوً؇رہ ਊುިت ᄋᄅَިܔچ ᗳᘑ َ؇ᆙᆘܦ݆ ً ༚؇ܳٴ؇ ؇َா஬ ༡؇ݬܭ وڢب ਜಸ܂ ܔި ۊݱިݬྱب

ᗳᘑ۔ ؇ّ؇ᘛدܔ راݿٺۭ ؇ਜ಻ Ⴄၖ ᗙᗅ؇਍ಸ ᄪᄥوݿچ ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ܔި اਊು؇ོྱب َ؇ڢ؇ًܭِ ሏᆧ ᗙᗕَޙݠ ሏᇆިਊು ୍଺݁ ،ඖඒዜኡ ඹජ ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ ّأچٷ؇ت ߑߵ ޗިر উॻᆇᅦ

༒ຍ؇༥ ݁ٴ؇ܳ؞ۭ ఈఃً
ᗙᗜوا ᜨ᜕ᘛرܔ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اپ، ݿྱث ଫଜً؞ ،ᗙᗜوا ਜಶ؞؇م اٞ܂ ᜨᜤܳ ᗙᖩ NP/SAT ොູب ᗙᖩ ݁ڰݠوݪިں ா஬دہ ਜಸ؇ن :ᕤᖂ ոׂոᖌدڅ ոषऌ ႛ႐ոڲؠ
ڢ؇ًܭِ ۲ݠ ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ اور ۲ިں، ဪࠍ؇َ زߦߵو ߑߵ ޗިر ݁ޝߜߵ ᖄᖇ ࠍ੆؇ظ ᗙᖩ َޙ؇م ሏᇆިਊು ݁ٷٺۛص ๱ཏܔ ۏި ඖඒ۲ ᜨ᜘ݿܦ ؇༥ ᗙᖸ؇਍ಸ ᖃٞگ ޗݠ

ݿܦඖඒ۔ ா஬ ༡؇ݬܭ اܳـ܁ اܳـ܁ ܔި ༠؇ݬྱب พฆۋڰ؇ޖ พฃ݁ٴ ߑߵ ܔᘛچܭ اًޚ؇ل
݁ޚ؇ܳأۭ ۊިب اور ݿٷ۠چڎہ ۭٞ ඖඒ۲۔ درݿب ᖄᖒ݁ڰݠو ா஫ިਓಶاڣ܂ ா஬ اور ሏᆦچڎ౺౨ఫ ሏᇆިਊು درႤၖر :ഇഃቍሒ ూ఩ոׅ ෕ຸط ୹୴ּ ાફڲ ᕤᖂ ؓ׷ոس ਗِਕؓۑ ոषऌ
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ඖඒ۲۔ ᖄᖒ݁ڰݠو ዜኞݠ༡؇ل ୍଺݁—ඖඒ۲ ᘛً޳ ๤ཚوری ّ܂ ༡ڎ ߓߨی وہ ᄋჳ ᗳᘑ ؇ّ؇ᘛدܔ ᄪᄟ؇݁گ ඖඒ۲—اور ᖄᖒ݁ڰݠو ނڎہ
ᗙᖩ ሏᇆ؇ّأچٷ উॻᆇᅦ َ؇ࠍဪ؛ زߦߵو ௤௕ݿچఈ႙ၖ ᘙّ؇ݿ ᗙᖩ ਊುިت ොේبِ Ⴄၖ݁ܭ اور ଫଜً؞ ᗙᖩ اپ ݿྱث ،ଫଜً؞ ᗙᖩ ܓڰٺܥި ً؇ᆇᆆ޳ :ոׂոᖌدڅ ഇഃቍሒ ոषऌ ׏ٞ
ۊިد ڢݯچۭ incompleteness Ⴄၖ Gödel ᄋჳ ۭٞ ؇ٞ ೑಻؇ᆙᆕ؛ ሏᆧ ᜨ᜕ݿܦ ި۲ َۭ اݿٺأ݄؇ل دوً؇رہ ؇ٞ deniability ሏᆧ ਊುިت َޙ؇م؛ ਜಾ؇ر ᜨᜤܳ

ᗳᘑ۔ ؇ّ؇਍ಸ ො੼ڰިظ ܔި ሏᇭاா஫ިਓಶ ா஬
ଫଜܥည৊؇༟ ሏሄ اٞ܂ ᗳᘑ؛ ๤ཡۜ݁ٷ ߑߵ ݁ڰݠوݪިں พ෶ܔ ورژن وݿچؕ ᖄᖇ ݿص ᗳᘑ؛ ّأݠٞژ พ෶ܓ ሏᆧ ߖߵم اٞ܂ ሏᆧ ဪࠍ؇َ زߦߵو ೑಻؇ᆙᆕ ຒ׿ود: ا٣گ

ᗳᘑ۔ ොູگچݑ َޙݠی ྲྀྡྷچ؇دی ۭ༶ཹྥچ اور ඖඒ۲؛ ๱ང؇ڢچ د؜ިے ᘙ੕၄ ඖඒ݁ ً؇رے ᗙᖩ ᗙᗜوا ᗙᗅா஬ ུྱݷ ਊುިت
؇ਜ಻د ۋگچࠔࠨ ᖄᖒ݁ڰݠو ا؜ٺ݄؇د۔ ٞ؇دہ ز ߑߵ اᆇᆆچب ሏᆧ ᖃ۠ཹྥچ َޙݠی ๤དྷ݁وط اس ިّ ۲ިں ڢٴިل ඖඒٞڰ ّأݠ ᚙᚕ٣؟ ոມ ոֿ٣ܙ ا֍׫ڵոد ոڅ׫ר څܙ ոؓری ոຐم
ᄪᄟ؇݁گ :ᗳᘑ ۭٞ ఈః༠ݬۭ ො੼ڰިظ ا؜ٺ݄؇د۔ ቕሡ ߑߵ ሏᇆ؇ّأچٷ উॻᆇᅦ ڣިری ا؜ٺ݄؇د۔ در݁چ؇َۭ ߑߵ اس ،ඖඒ۲ ᗙᗈா஬ ਜಸ؇ن ޗݠح اᘛۚ޳ ܔި ႟ႆ݁ލ ሏᇀ؇ۋފ ሏᆧ
،উॻᆇᅦ ๱ང ዜኞب اࢾࣖر ᗙᖩ ڢچިد พᘠኡا ᖄᖇ ۏݴ ᗳᘑ ؇ّ؇ᘛدܔ راݿٺۭ اٞ܂ Ⴄၖ ᗙᗕَޙݠ ሏᇆިਊು وہ ّިڑّ؇؛ ඖඒዜኡ ᜨᜤڢݯ ᗙᖩ َ؇ᆙᆘܦٷྱب ᗙᖩ ဪࠍ؇َ زߦߵو

ඖඒ۲۔ พฆݿܦ ؇༥ ሏᆧ ༡؇ݬܭ واีྵ ۊݱިݬچ؇ت พฆۋڰ؇ޖ พฃ݁ٴ ߑߵ ܔᘛچܭ
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