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Hai hình xuyến có thể có cùng hình học cục
bộ nhưng vẫn là hai hình dạng khác nhau
Một cấu trúc trong Publications mathematiques de l’IHES đưa ra các cặp Bonnet com-
pact đầu tiên: hai hình xuyến trơn, giải tích thực trong không gian ba chiều có cùng
metric nội tại và cùng độ cong trung bình tại các điểm tương ứng, nhưng không phải
cùng một bề mặt đến một chuyển động cứng. Kết quả khép lại những câu hỏi lâu đời về
tính duy nhất trong hình học bề mặt và là một phản ví dụ chính xác cho trực giác hấp
dẫn rằng đủ nhiều phép đo cục bộ hẳn phải nhận diện được một hình dạng compact.
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THE CLEAN PAPER toán học

Hình dạng không chịu để bị nhận diện
Hãy tưởng tượng bạn đo một bề mặt nhưng không được phép bước ra ngoài nó. Bạn có thể đo
khoảng cách dọc theo bề mặt: từ điểm này đến điểm khác xa bao nhiêu nếu chỉ di chuyển trên
chính bề mặt ấy. Đó là metric của bề mặt. Giờ thêm một phép đo từ bên ngoài: tại mỗi điểm,
ghi lại độ uốn cong trung bình của bề mặt, tức độ cong trung bình (mean curvature).

Nghe có vẻ đã là rất nhiều thông tin. Với nhiều bề mặt, chừng đó là đủ. Nếu biết các khoảng
cách nội tại và hàm độ cong trung bình, ta có thể kỳ vọng hình dạng trong không gian ba chiều
đã được xác định duy nhất.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann và Andrew Sageman-Furnas nay đã xây dựng các bề mặt
compact phá vỡ kỳ vọng đó. Bài báo đưa ra hai hình xuyến — các bề mặt dạng bánh vòng, dù
không phải những chiếc bánh vòng tròn trịa thông thường — đẳng cự với nhau và có cùng độ
cong trung bình tại các điểm tương ứng, nhưng không đồng dạng theo chuyển động cứng. Bạn
không thể quay, tịnh tiến hay phản xạ bề mặt này để biến nó thành bề mặt kia. Chúng thực sự
là hai phép nhúng khác nhau trong không gian.

Theo ngôn ngữ của lĩnh vực này, chúng là các cặp Bonnet compact. Bài báo gọi đây là những
ví dụ đầu tiên thuộc loại này.

Bài toán là gì
Lý thuyết bề mặt cổ điển phân biệt hai loại thông tin.

Metric cho biết các khoảng cách đo trên bề mặt. Một tờ giấy phẳng cuộn thành hình trụ vẫn
giữ nguyên metric nội tại: một con kiến nhỏ bò trên giấy sẽ không nhận ra tờ giấy đã bị cuộn
nếu chỉ đo khoảng cách. Dạng cơ bản thứ hai đầy đủ (full second fundamental form) cho biết
nhiều hơn về cách bề mặt uốn trong không gian. Định lý Bonnet cổ điển nói rằng, nếu metric
và toàn bộ dữ liệu uốn thỏa các phương trình tương thích thích hợp, phép nhúng được xác
định duy nhất đến một chuyển động cứng.

Nhưng năm 1867, Pierre Ossian Bonnet đặt ra một câu hỏi sắc hơn. Nếu giảm bớt dữ liệu uốn
thì sao? Vì metric vốn đã xác định độ cong Gaussian theo cách nội tại, liệu một bề mặt có được
đặc trưng bởi metric cộng với hàm độ cong trung bình hay không?

Trong trường hợp tổng quát, câu trả lời là có. Từ “tổng quát” rất quan trọng. Hình học thường
có những trường hợp ngoại lệ: các bề mặt đặc biệt nơi mệnh đề duy nhất thông thường thất
bại. Câu hỏi còn bỏ ngỏ là liệu có tồn tại các ví dụ compact trơn trong đó metric và độ cong
trung bình giống nhau nhưng hai bề mặt không giống nhau trong không gian hay không.

Đó là Bài toán Bonnet toàn cục. Bài báo mới trả lời bằng các hình xuyến.
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Các tác giả đã xây dựng gì
Các tác giả xây dựngmột cặp hình xuyến trơn trong R3 liên hệ với nhau bởi một phép đẳng cự
bảo toàn độ cong trung bình. Nghĩa là các điểm tương ứng có cùng khoảng cách nội tại xung
quanh chúng và cùng giá trị độ cong trung bình, nhưng hai bề mặt không đồng dạng.

Cấu trúc này không chỉ tạo ra một điều lạ lùng mang tính số học. Các hình xuyến là giải tích
thực — đều đặn như hình học mô tả bằng chuỗi lũy thừa, chứ không phải những vật ghép vá
thô— và các tác giả chứng minh rằng trong trường hợp tổng quát, các ví dụ của họ không liên
hệ với nhau bởi bất kỳ đẳng cự nào của không gian xung quanh. Họ cũng nói rằng cấu trúc
này cho ra vô số không đếm được các cặp như vậy, vì nó chứa một tham số hàm.

Con đường đi đến kết quả khá kỹ thuật. Nó dùngmối liên hệ giữa các cặp Bonnet và các bềmặt
isothermic, một lớp bề mặt có hệ tọa độ đặc biệt theo các đường cong chính. Các ví dụ được
tạo ra bằng cách bắt đầu từ những hình xuyến isothermic có một họ đường cong chính phẳng,
rồi áp dụng một cấu trúc sinh ra cặp Bonnet. Các tác giả cho biết cách tiếp cận này phát triển
từ những thí nghiệm tính toán với phép phân rã tứ giác 5x7 của một hình xuyến, dùng hình
học vi phân rời rạc làm chỉ dẫn hướng tới kết quả trơn.

Kết quả trực quan dễ nắm hơn chứng minh. Hai hình xuyến trong bài báo có dữ liệu hình học
tương ứng nhưng cách bố trí toàn cục nhìn thấy được lại khác nhau: trong Hình 1 của các tác
giả, những “bong bóng” lớn tương ứng nằm gần nhau hơn trênmột hình xuyến so với hình kia.
Khác biệt thấy bằng mắt này không phải mẹo vẽ. Định lý nói rằng hai bề mặt thực sự không
cùng hình dạng trong không gian, dù dữ liệu cục bộ được chọn là giống nhau.

[figure_pair pending]

Hình 1 của bài báo cho thấy một ví dụ số về cặp hình xuyến Bonnet, ở đây được trình bày dưới dạng hai hình
ghép. Hai khung không phải hai góc nhìn của cùng một hình xuyến: đó là hai hình xuyến khác nhau trong cặp.
Các đường lưới xám giúp mắt theo dõi các tọa độ bề mặt tương ứng, còn các đường màu đánh dấu những vòng
đường cong chính tương ứng. Điểm cần nhìn là sự lệch nhau ở quy mô toàn cục: các “bong bóng” lớn nằm ở
những vị trí khác nhau rõ rệt, dù định lý nói hai bề mặt có cùng metric nội tại và cùng độ cong trung bình tại các
điểm tương ứng.

Vì sao đây không phải là mâu thuẫn
Kết quả không nói rằng hình học là tùy ý, hay phép đo là vô dụng.

Nó nói một tập dữ liệu đã rút gọn cụ thể — metric cộng với độ cong trung bình — không phải
lúc nào cũng đủ để nhận diện duy nhất một bề mặt compact. Định lý duy nhất cổ điển đầy
đủ dùng thông tin uốn phong phú hơn. Độ cong trung bình chỉ là trung bình của hai độ cong
chính. Nó cho biết bề mặt uốn trung bình bao nhiêu tại một điểm, nhưng không giữ lại toàn
bộ thông tin về hướng uốn.

Sự khác biệt đó chính là toàn bộ vấn đề. Hai bềmặt có thể giống nhau về khoảng cách dọc theo
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bề mặt và về độ uốn trung bình tại mọi điểm tương ứng, nhưng vẫn khác nhau ở cách sự uốn
ấy được sắp xếp trong không gian.

Bài báo cũng không nói sự mơ hồ này là điển hình. Phần mở đầu rất cẩn thận: trong trường
hợp tổng quát, metric cộng với độ cong trung bình xác định một bề mặt. Các cặp Bonnet là
ngoại lệ. Giá trị của chúng chính là chứng minh ngoại lệ ấy tồn tại trong bối cảnh compact,
trơn và giải tích — nơi câu hỏi trước đây vẫn chưa được giải quyết.

Những câu hỏi cũ mà kết quả khép lại
Câu hỏi đầu tiên được khép lại là Bài toán Bonnet toàn cục: có tồn tại hai phép nhúng compact
trơn, không đồng dạng trong không gian Euclid ba chiều, liên hệ bởi một phép đẳng cự và có
cùng độ cong trung bình tại các điểm tương ứng hay không? Các tác giả trả lời là có.

Câu hỏi thứ hai là bài toán Cohn-Vossen-Berger: có tồn tại hai bề mặt giải tích compact, đẳng
cự trong không gian Euclid ba chiều nhưng không liên hệ với nhau bởi một đẳng cự của không
gian xung quanh hay không? Một lần nữa câu trả lời là có, bằng chính các hình xuyến giải tích
thu được từ cùng cấu trúc.

Phần “giải tích” rất quan trọng. Những ví dụ không duy nhất trước đây cho bề mặt compact
có thể dựa vào độ đều thấp hơn hoặc những thay đổi cục bộ. Các hình xuyến này không chỉ
là một vật trơn với một “cục lồi” được đổi ở một mảnh. Bài báo nhấn mạnh rằng các lân cận
tương ứng không đồng dạng cục bộ ở bất cứ đâu: khác biệt trải khắp cấu trúc, không bị giấu
trong một đường nối vá.

Vì sao nó quan trọng
Đây là toán học thuần túy, nhưng trực giác của nó rộng hơn. Một hình dạng có thể bị ràng buộc
quámức theomột nghĩa nhưng vẫn chưa được nhận diện đủ theo nghĩa khác. Điều quyết định
không phải bạn có bao nhiêu dữ liệu, mà là dữ liệu đó có chứa đúng loại thông tin hay không.

Metric cộng với độ cong trung bình nghe rất mạnh vì nó kết hợp khoảng cách bên trong với
một đại lượng uốn ngoại tại. Cặp Bonnet compact cho thấy khe hở: uốn trung bình không phải
toàn bộ uốn. Đồng thuận cục bộ không phải lúc nào cũng dẫn đến nhận diện toàn cục. Tính
giải tích cũng không phải một bảo đảm kỳ diệu cho tính duy nhất.

Đó là một bài học hữu ích vượt ra ngoài định lý này. Trong hình học, các bài toán nghịch đảo
thường hỏi liệu một tập phép đo có xác định được vật thể đã tạo ra chúng hay không. Bài báo
này đưa ra một câu trả lời mới và sắc cho một bài toán bề mặt cổ điển: không phải lúc nào
cũng vậy, ngay cả khi vật thể compact, trơn và giải tích.
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Tóm tắt gọn
Bobenko, Hoffmann và Sageman-Furnas xây dựng các cặp Bonnet compact đầu tiên: hai hình
xuyến trơn không đồng dạng trong R3, liên hệ bởi một phép đẳng cự và có cùng độ cong trung
bình tại các điểm tương ứng. Các ví dụ của họ là giải tích thực và, trong trường hợp tổng quát,
không liên hệ bởi bất kỳ đẳng cự nào của không gian xung quanh, qua đó giải quyết cả Bài
toán Bonnet toàn cục lẫn câu hỏi về tính duy nhất giải tích Cohn-Vossen-Berger như được nêu
trong bài báo. Kết quả không lật đổ lý thuyết bề mặt cổ điển; nó cho thấy dữ liệu rút gọn gồm
metric và độ cong trung bình không phải lúc nào cũng đủ để nhận diện duy nhất một bề mặt
compact.

Đánh giá thẳng thắn
Bài báo cho thấy gì: Các cặp Bonnet compact trơn thực sự tồn tại. Cụ thể hơn, các tác giả xây
dựng tường minh các hình xuyến trong R3 có cùng metric và cùng hàm độ cong trung bình tại
các điểm tương ứng nhưng không đồng dạng.

Điều hợp lý nhưng không phải trọng tâm: Thăm dò bằng tính toán và hình học rời rạc có
thể dẫn đường cho những cấu trúc trơn khó. Bài báo nói con đường này rất quan trọng, nhưng
kết quả dựa trên chứng minh chứ không dựa trên hình minh họa số.

Bài báo không cho thấy gì: Không phải mọi hoặc phần lớn bề mặt đều mơ hồ. Mệnh đề duy
nhất trong trường hợp tổng quát vẫn làmột phần của nền tảng. Đây là những phản ví dụ ngoại
lệ nhưng có tính quyết định.

Hạn chế chính với độc giả phổ thông: Chứng minh rất kỹ thuật và nằm sâu trong hình học
vi phân: bề mặt isothermic, phân loại cặp Bonnet, điều kiện chu kỳ và cấu trúc giải tích. Có thể
hiểu ý nghĩa của định lý mà không cần theo toàn bộ bộ máy.

Độc giả phổ thông nên tin tưởng đếnmức nào? Cao đối với phát biểu định lý, vì đây là một
kết quả toán học đã qua bình duyệt. Sự thận trọng cần có nằm ở diễn giải, không phải bằng
chứng: hãy đọc nó là “tập dữ liệu hình học đã rút gọn này không phải lúc nào cũng xác định
hình dạng”, chứ không phải “hình học không thể nhận diện hình dạng”.
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