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Hai hinh xuyén cé thé cé cung hinh hoc cuc
bd nhung van l1a hai hinh dang khac nhau

Mot cdu tric trong Publications mathematiques de 'IHES duwa ra cdc cdp Bonnet com-
pact dau tién: hai hinh xuyén tron, gidi tich thuc trong khong gian ba chiéu cé cung
metric noi tai va cung do cong trung binh tai cdc diém twong itng, nhung khong phdi
ciing mot bé mdt dén mot chuyén dong citng. Két qua khép lai nhitng cau héi lau doi vé
tinh duy nhdt trong hinh hoc bé mdt va la mét phdn vi du chinh xdc cho truc gidc hdp
dan rdng du nhiéu phép do cuc b han phdi nhan dién dugc mot hinh dang compact.
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toan hoc

Hinh dang khong chiu dé bi nhén dién

Hay twdng twong ban do mot bé mat nhung khong dugce phép bude ra ngoai né. Ban c6 thé do
khodng cach doc theo bé mat: tir diém nay dén diém khac xa bao nhiéu néu chi di chuyén trén
chinh bé mat ay. D6 1a metric cda bé mat. Gio thém mot phép do tir bén ngoai: tai moi diém,
ghi lai d6 uén cong trung binh cia bé mat, tttc d¢ cong trung binh (mean curvature).

Nghe c6 vé da la rat nhiéu thong tin. V&i nhiéu bé mat, chirng dé la da. Néu biét cac khoang
cach noi tai va ham d6 cong trung binh, ta cé thé ky vong hinh dang trong khong gian ba chiéu
da duogc xac dinh duy nhat.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann va Andrew Sageman-Furnas nay da xay dung cac bé mat
compact pha v ky vong dé. Bai bdo dua ra hai hinh xuyén — céc bé mat dang banh vong, du
khong phai nhitng chiéc banh vong tron tria thong thuong — dang cu véi nhau va c6 cung do
cong trung binh tai cac diém twong rng, nhung khong dong dang theo chuyén dong cirng. Ban
khong thé quay, tinh tién hay phan xa bé méat nay dé bién né thanh bé mat kia. Chung thyc sy
la hai phép nhung khac nhau trong khong gian.

Theo ngdn ngit cia linh vyc nay, chiing 1a cac cap Bonnet compact. Bai bdo goi day la nhitng
vi du dau tién thudc loai nay.

Bai toan la gi
Ly thuyét bé mat c6 dién phan biét hai loai thong tin.

Metric cho biét cdc khodng cach do trén bé mit. Mot to gidy phang cudn thanh hinh tru van
git nguyén metric noi tai: mot con kién nhé bo trén gidy sé khong nhan ra to gidy da bi cudn
néu chi do khodng cach. Dang co ban th& hai day du (full second fundamental form) cho biét
nhiéu hon vé cach bé méat uén trong khong gian. Pinh 1y Bonnet ¢ dién néi rang, néu metric
va toan bd di liéu uon théa cac phuong trinh twong thich thich hop, phép nhiung dwoc xac
dinh duy nhat dén mot chuyén dong cing.

Nhung ndm 1867, Pierre Ossian Bonnet ddt ra mot cau héi sdc hon. Néu gidm bét dit liéu uon
thi sao? Vi metric von da xac dinh dé cong Gaussian theo cach noi tai, lieu mot bé mat cé duoc
dac trung bdi metric cong véi ham do cong trung binh hay khong?

Trong trudng hop tong quat, cau tra 10i 1a cd. T “téng quat” rat quan trong. Hinh hoc thuong
c6 nhitng truong hop ngoai 1é: cac bé mat ddc biét noi ménh dé duy nhat thong thuong that
bai. Cau hoi con bd ngd 1a liéu c6 toén tai cac vi du compact tron trong dé metric va do cong
trung binh giong nhau nhwng hai bé mat khong giong nhau trong khong gian hay khong.

b6 1a Bai toan Bonnet toan cuc. Bai bao méi tra 16i bang cac hinh xuyén.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem

Cac tac gia da xay dung gi

Céc tac gia xay dung mot cdp hinh xuyén tron trong R3 lién hé vi nhau béi mot phép dang cu
bao toan do cong trung binh. Nghia la cac diém twong wng c6 cung khodng cach noi tai xung
quanh chuing va cung gia tri d¢ cong trung binh, nhuwng hai bé mat khong dong dang.

Cau truc nay khong chi tao ra mdt diéu la lung mang tinh sé hoc. Cac hinh xuyén la giai tich
thyc — déu dan nhu hinh hoc mé ta bang chudi liiy thira, cht khong phai nhirng vat ghép va
tho — va cac tac gid chirng minh rang trong truong hop téng quat, cac vi du cda ho khong lién
hé vGi nhau bai bt ky dang cy nao ctia khong gian xung quanh. Ho cling ndi rang ciu truc
nay cho ra v6 s6 khong dém duogc cac cap nhu vay, vi n6 chita mot tham sé ham.

Con duong di dén két qua kha kj thuat. N6 dung mai lién hé gitta cdc cdp Bonnet va cac bé mat
isothermic, mdt 16p bé mat cé hé toa do dac biét theo cdc duwong cong chinh. Cac vi du duoc
tao ra bang cach bat dau tir nhitng hinh xuyén isothermic c6 mot ho dudng cong chinh phang,
roi 4p dung mot cau tric sinh ra cdp Bonnet. Cac tac gia cho biét cach ti€p can nay phat trién
ti nhitng thi nghiém tinh todn v&i phép phan ra tit gidc 5x7 cia mot hinh xuyén, dung hinh
hoc vi phén roi rac 1am chi dan huéng téi két qua tron.

Két qua truc quan dé ndm hon chitng minh. Hai hinh xuyén trong bai béo cé dit liéu hinh hoc
twong ing nhung cach bo tri toan cuc nhin thay dugc lai khac nhau: trong Hinh 1 cida cdc tac
gid, nhitng “bong béng” 16n twong rng nam gan nhau hon trén mot hinh xuyén so v4i hinh kia.
Khdc biét thay bang mat nay khong phai meo vé. Pinh 1y néi rang hai bé mat thyc sy khong
cung hinh dang trong khong gian, du di liéu cuc bo dwoc chon la giong nhau.

[figure_pair pending]

Hinh 1 cla bai bao cho thdy mét vi du s6 vé cdp hinh xuyén Bonnet, 3 day dudc trinh bay dudi dang hai hinh
ghép. Hai khung khéng phai hai géc nhin clia cing mét hinh xuyén: dé Ia hai hinh xuyén khac nhau trong cap.
Céac dudng ludi xam giup mat theo ddi cac toa dd bé mat tucng Uing, con cac dudng mau danh dau nhiing vong
dudng cong chinh tuong Ung. Biém can nhin la su Iéch nhau & quy mé toan cuc: cac “bong bdng” 16n ndm &
nhiing vi tri khac nhau ré rét, du dinh ly néi hai bé mét cé cung metric ndi tai va cung dd cong trung binh tai cac
diém tudng ung.

Vi sao day khong phai la miu thuan

Két qua khong noi rang hinh hoc la tuy y, hay phép do 1a vé dung.

N6 n6i mot tap di liéu da rut gon cu thé — metric cong véi dd cong trung binh — khong phai
lic nao ciing dd dé nhin dién duy nhit mot bé mat compact. Pinh 1y duy nhét c6 dién day
da dung théong tin uén phong phu hon. P cong trung binh chi la trung binh ctia hai dé cong
chinh. N6 cho biét bé mét uén trung binh bao nhiéu tai mot diém, nhung khéng gitr lai toan
b0 thong tin vé hudng udn.

Sy khac biét d6 chinh 1a toan bo van dé. Hai bé mét cé thé giong nhau vé khodng cach doc theo
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bé mat va vé do udn trung binh tai moi diém twong wng, nhung van khac nhau & cach sy uén
ay dugc sap xép trong khong gian.

Bai bao ciing khéng néi sw mo ho nay la dién hinh. Phan mé dau rat can than: trong truong
hop tong quat, metric cdng véi dd cong trung binh xac dinh mdt bé mét. Cac cap Bonnet la
ngoai lé. Gia tri cia chung chinh la ching minh ngoai 1é ay ton tai trong boi cdnh compact,
tron va giai tich — noi cau hoi trude day van chua dugce gidi quyét.

Nhitrng cau hai cti ma két qua khép lai

Cau héi dau tién dugc khép lai la Bai toan Bonnet toan cuc: ¢6 ton tai hai phép nhiing compact
tron, khéng dong dang trong khong gian Euclid ba chiéu, lién hé bdi mot phép dang cu va co
cung dd cong trung binh tai cac diém twong ng hay khéng? Cac tac gia tra 1oi 1a cé.

Cau hoi thir hai 1a bai todn Cohn-Vossen-Berger: c6 ton tai hai bé mét gidi tich compact, ding
cy trong khong gian Euclid ba chiéu nhwng khong lién hé véi nhau b6i mot dang cw ciia khong
gian xung quanh hay khéng? M6t lan nita cau tra 161 1a c6, bang chinh cdc hinh xuyén giai tich
thu dugc tr cing cau truc.

Phan “giai tich” rat quan trong. Nhitng vi du khong duy nhat trudc day cho bé méat compact
c6 thé dya vao do déu thap hon hodc nhirng thay doi cuc bo. Cac hinh xuyén nay khong chi
la mot vat tron voi mot “cuc 16i” dwgc doi @ mot manh. Bai bdo nhan manh rang cac lan can
twong ing khéng dong dang cuc bd ¢ bat cir dau: khac biét trai khap cau tric, khong bi gidu
trong mot duong noi va.

Visao n6 quan trong

bay la toan hoc thuan tdy, nhung truc giac cda né rong hon. Mot hinh dang cé thé bi rang budc
qua mitc theo mdt nghia nhung van chwa dugc nhan dién dd theo nghia khac. Diéu quyét dinh
khong phai ban cé bao nhiéu dit liéu, ma la dit liéu dé cé chira dung loai thong tin hay khong.

Metric cong véi dd cong trung binh nghe rat manh vi né két hgp khodng cach bén trong véi
mot dai lwgng uon ngoai tai. Cap Bonnet compact cho thay khe hé: uén trung binh khong phai
toan b6 uén. Péng thuan cuc bo khéng phai lic nao ciing dan dén nhan dién toan cuc. Tinh
giai tich cling khong phai mdt bdo ddm ky diéu cho tinh duy nhat.

b6 1a mot bai hoc hitu ich vugt ra ngoai dinh ly nay. Trong hinh hoc, cac bai toan nghich dao
thwong hoi liéu mot tap phép do cé xac dinh duwgc vat thé da tao ra chung hay khong. Bai bao
nay dua ra mot cau trd 10i mdi va sac cho mot bai toan bé mat cé dién: khéng phai luc nao
cling vay, ngay ca khi vat thé compact, tron va giai tich.
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Tém tat gon

Bobenko, Hoffmann va Sageman-Furnas xay dyng cac cap Bonnet compact dau tién: hai hinh
xuyén tron khéng dong dang trong R3, lién hé bdi mot phép dang cu va cé cung do cong trung
binh tai cac diém tuwong ing. Cac vi du ctia ho 1a gidi tich thue va, trong treong hop téng quat,
khong lién hé béi bat ky dang cy nao cia khong gian xung quanh, qua do giai quyét cd Bai
todn Bonnet toan cuc 1an ciu hoi vé tinh duy nhét giai tich Cohn-Vossen-Berger nhu dugc néu
trong bai bdo. Két qua khong 1at dé 1y thuyét bé mat c6 dién; né cho thay dit liéu rat gon gom
metric va do cong trung binh khong phai lic nao cling dd dé nhan dién duy nhit mot bé mét
compact.

Danh gia thang than

Bai bdo cho thay gi: Cac cap Bonnet compact tron thye sy ton tai. Cu thé hon, céc tac gia xay
dung tuong minh cac hinh xuyén trong R3 cé cung metric va cung ham d6 cong trung binh tai
cac diém twong ing nhung khong dong dang.

DPiéu hop Iy nhwng khéng phai trong tdm: Tham do bang tinh todn va hinh hoc roi rac c6
thé dan dwong cho nhirng ciu truc tron khé. Bai bdo néi con dwong nay rat quan trong, nhung
két qua dya trén ching minh ch khéng dya trén hinh minh hoa sé.

Bai bao khong cho thay gi: Khong phai moi hodc phan 16n bé mat déu mo ho. Ménh dé duy
nhét trong truong hop tong quat van 1a mot phan cia nén tdng. Py 1a nhirng phéan vi du ngoai
1é nhung c6 tinh quyét dinh.

Han ché chinh v&i ddc gia pho théong: Chitng minh rit ki thuat va ndm siu trong hinh hoc
vi phan: bé mat isothermic, phan loai cdp Bonnet, diéu kién chu ky va cau truc giai tich. C6 thé
hiéu y nghia ctia dinh 1y ma khéng can theo toan bé bo may.

Doc gia pho thong nén tin twong dén mivc nao? Cao doi vai phat biéu dinh 1y, vi day 1a mot
két qua toan hoc da qua binh duyét. Su than trong can cé nam & dién giai, khong phai bang
ching: hay doc noé 1a “tap di liéu hinh hoc da rut gon nay khong phai Iic nao ciing xac dinh
hinh dang”, ch® khong phai “hinh hoc khéng thé nhan dién hinh dang”.
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