
WHAT THE PAPER SAYS · WHAT IT DOESN’T · WHY IT MATTERS

যে আকৃতি মাপ দিয়েও নিজেকে একমাত্র হিসেবে চেনাতে চায় না

Bobenko, Hoffmann ও Sageman-Furnas R3-এ এমন দুটি compact smooth torus নির্মাণ করেছেন যেগুলো isomet-
ric এবং corresponding point-এ একই mean curvature, কিন্তু congruent নয়। Real-analytic এই example-গুলো
দেখায় metric + mean curvature সবসময় একটি compact surface-কে uniquely নির্ধারণ করে না; paper অনুযায়ী এতে
Global Bonnet Problem ও Cohn–Vossen–Berger-এর analytic uniqueness question সমাধান হয়।
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যে আকৃতি নিজেকে শনাক্ত করতে দেয় না

কল্পনা করুন একটি পৃষ্ঠ পরিমাপ করতে হবে, কিন্তু পৃষ্ঠের বাইরে দাঁড়াতে পারবেন না। পৃষ্ঠের ওপর দিয়ে এক বিন্দু থেকে অন্য বিন্দুর দূরত্ব
মাপতে পারবেন—এটাই তার মেট্রিক। এবার বাইরে থেকে আরেকটি তথ্য যোগ করুন: প্রতিটি বিন্দুতে পৃষ্ঠ গড়ে কতটা বাঁকছে, অর্থাৎ তার গড়
বক্রতা।

এত তথ্য শুনে মনে হয় তিন-মাত্রিক মহাকাশে আকৃতি নির্ধারণ করার জন্য যথেষ্ট হওয়া উচিত। বহু পৃষ্ঠের জন্য সত্যিই যথেষ্ট। কিন্তু
Alexander Bobenko, Tim Hoffmann ও Andrew O. Sageman-Furnas এমন সংক্ষিপ্ত পৃষ্ঠ বানিয়েছেন যা এই প্রত্যাশা ভাঙে।

তাদের গবেষণাপত্রে দুটি টোরাস—ডোনাট-সদৃশ পৃষ্ঠ, তবে সাধারণ ডোনাট নয়—সমমাত্রিক, এবং যোগাযোগকারী বিন্দুতে একই গড়
বক্রতা, তবুও সমাপতিত নয়। ঘূর্ণন, অনুবাদ বা প্রতিফলন দিয়ে একটিকে অন্যটিতে বসানো যায় না। মহাকাশে তারা সত্যিই ভিন্ন ইমারশন।
পার্থক্যমূলক জ্যামিতির ভাষায় এগুলো সংক্ষিপ্ত Bonnet জোড়া; লেখকদের মতে সংক্ষিপ্ত মসৃণ ক্ষেত্রের প্রথম উদাহরণ।

সমস্যাটি কী

ধ্রুপদি পৃষ্ঠ তত্ত্ব দুই ধরনের তথ্য আলাদা করে।

মেট্রিক হলো পৃষ্ঠের অন্তর্নিহিত জ্যামিতি—পৃষ্ঠের ভেতর দিয়ে দূরত্ব কীভাবে মাপা হয়। একটি সমতল কাগজ গুটিয়ে সিলিন্ডার বানালেও
কাগজের ওপরের অন্তর্নিহিত দূরত্ব বদলায় না; কাগজের ওপর হাঁটা ক্ষুদ্র একটি পিঁপড়া শুধু দূরত্ব মেপে বুঝতে পারবে না যে কাগজটি গুটানো
হয়েছে।

সম্পূর্ণ দ্বিতীয় মৌলিক রূপ পৃষ্ঠ মহাকাশে কোন দিকে কতভাবে বাঁক করছে তার আরও সমৃদ্ধ তথ্য দেয়। ধ্রুপদি Bonnet উপপাদ্য বলে
মেট্রিক ও সম্পূর্ণ বাঁকানো তথ্য উপযুক্ত সামঞ্জস্য সমীকরণ পূরণ করলে ইমারশন কঠোর গতি পর্যন্ত নির্ধারিত।

1867 সালে Pierre Ossian Bonnet আরও তীক্ষ্ণ প্রশ্ন করেন। মেট্রিক নিজেই গাউসীয় বক্রতা নির্ধারণ করে; তাহলে মেট্রিক + গড়
বক্রতা ফাংশন কি পৃষ্ঠ এককভাবে নির্ধারণ করবে?

সাধারণভাবে, হ্যাঁ। “সাধারণভাবে” গুরুত্বপূর্ণ: জ্যামিতিতে ব্যতিক্রমী পৃষ্ঠ থাকতে পারে, যেখানে প্রচলিত এককতা ব্যর্থ হয়। উন্মুক্ত প্রশ্ন
ছিল সংক্ষিপ্ত মসৃণ উদাহরণ সত্যিই আছে কি না—একই মেট্রিক, একই গড় বক্রতা, কিন্তু মহাকাশে ভিন্ন আকৃতি। এটিই সামগ্রিক Bonnet
সমস্যা। নতুন গবেষণাপত্র টোরাস দিয়ে হ্যাঁ উত্তর দেয়।

গবেষকেরা কী বানিয়েছেন

লেখকেরা R3-এ মসৃণ টোরাস জোড়া নির্মাণ করেন যাদের মধ্যে গড়-বক্রতা-সংরক্ষণকারী সমমাত্রিকতা আছে। যোগাযোগকারী বিন্দুর
অন্তর্নিহিত দূরত্ব কাঠামো অভিন্ন এবং গড় বক্রতা মান অভিন্ন, তবুও পৃষ্ঠ দুটি সমাপতিত নয়।

নির্মাণটি কেবল একটি সংখ্যাগত কৌতূহল নয়। টোরাসগুলো বাস্তব বিশ্লেষণাত্মক—অর্থাৎ স্থানীয়ভাবে ঘাত ধারা দিয়ে বর্ণনা করা যায়;
জোড়াতালি দেওয়া খণ্ড নয়। লেখকেরা আরও প্রমাণ করেন যে সাধারণ ক্ষেত্রে উদাহরণগুলো পরিবেষ্টিত স্থানের সমমাত্রিকতা দিয়ে একে
অন্যে রূপান্তরিত হয় না। নির্মাণে কার্যগত প্যারামিটার থাকায় এমন জোড়ার সংখ্যা অসংখ্য, এমনকি অগণনীয়।

প্রযুক্তিগত নির্মাণে আইসোথার্মিক পৃষ্ঠ—বিশেষ বক্ররেখা-জালযুক্ত এক শ্রেণির পৃষ্ঠ—ব্যবহার করা হয়। সমতল বক্ররেখার পরিবারযুক্ত
আইসোথার্মিক টোরাস থেকে Bonnet জোড়া বানানো হয়। লেখকেরা বলেন, বিচ্ছিন্ন অন্তরক জ্যামিতি এবং 5×7 চতুর্ভুজ বিয়োজন নিয়ে
কম্পিউটেশনাল পরীক্ষা মসৃণ প্রমাণের পথ খুঁজে পেতে সাহায্য করেছিল।
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দৃশ্যমান ফল প্রমাণের চেয়ে সহজে বোঝা যায়। গবেষণাপত্রের চিত্র 1-এ যোগাযোগকারী বড় “বুদ্ বুদ” এক টোরাসে অন্যটির তুলনায়
ভিন্নভাবে অবস্থিত। এটি অঙ্কন কৃত্রিম প্রভাব নয়; উপপাদ্য বলে নির্বাচিত স্থানীয় তথ্য মিল করলেও সামগ্রিক স্থাপন আলাদা।

[figure_pair pending]

গবেষণাপত্রের চিত্র 1-এর সংখ্যাগত Bonnet-জোড়া টোরাসগুলো। দুই প্যানেল একই টোরাসের দুই দৃষ্টিভঙ্গি নয়—জোড়ার দুটি ভিন্ন টোরাস। ধূসর
জাল যোগাযোগকারী পৃষ্ঠ লক্ষ্যবিন্দু অনুসরণ করতে সাহায্য করে; রঙিন বক্ররেখা যোগাযোগকারী বক্রতারেখা লুপ। বড় বুদ্ বুদগুলোর সামগ্রিক
অবস্থান আলাদা, যদিও অন্তর্নিহিত মেট্রিক ও যোগাযোগকারী গড় বক্রতা এক।

এটি বিরোধ নয় কেন

ফল জ্যামিতি ইচ্ছামতো বা পরিমাপ অকার্যকর বলে না। এটি একটি হ্রাসপ্রাপ্ত ডেটাসেট—মেট্রিক + গড় বক্রতা—সব সংক্ষিপ্ত পৃষ্ঠ
এককভাবে শনাক্ত করে না। ধ্রুপদি সম্পূর্ণ এককতা উপপাদ্য সমৃদ্ধতর বাঁকানো তথ্য ব্যবহার করে। গড় বক্রতা দুই প্রধান বক্রতার গড়;
বিন্দুতে গড় বাঁকানো বলে, দিকনির্দেশক বাঁকানোর সব তথ্য নয়।

তাই দুই পৃষ্ঠ অন্তর্নিহিত দূরত্ব এবং গড় বাঁকানোয় মিলে গেলেও মহাকাশে বাঁকানো কীভাবে সাজানো সেই দিক থেকে ভিন্ন হতে পারে।

গবেষণাপত্র এটিও বলে না দ্ব্যর্থতা সাধারণ। পটভূমি সাধারণ ক্ষেত্রে এককতা বজায় থাকে। Bonnet জোড়া ব্যতিক্রমী; মান ঠিক এটাই যে
সংক্ষিপ্ত, মসৃণ, বিশ্লেষণাত্মক বিন্যাসে ব্যতিক্রম সত্যিই আছে।

কোন পুরোনো প্রশ্ন বন্ধ হলো

প্রথমটি সামগ্রিক Bonnet সমস্যা: তিন-মাত্রিক ইউক্লিডীয় মহাকাশে দুই অ-সমাপতিত সংক্ষিপ্ত মসৃণ ইমারশন কি থাকতে পারে, যারা
সমমাত্রিক এবং যোগাযোগকারী বিন্দুতে একই গড় বক্রতা? লেখকেরা উত্তর হ্যাঁ।

দ্বিতীয়টি Cohn–Vossen–Berger সমস্যা: ইউক্লিডীয় তিন-মহাকাশে দুই সমমাত্রিক সংক্ষিপ্ত বিশ্লেষণাত্মক পৃষ্ঠ কি থাকতে পারে যারা
পারিপার্শ্বিক সমমাত্রিকতায় সম্পর্কিত নয়? একই বিশ্লেষণাত্মক টোরাস নির্মাণ আবার হ্যাঁ দেয়।

বিশ্লেষণাত্মক নিয়মিততা গুরুত্বপূর্ণ। আগের সংক্ষিপ্ত অ-এককতা উদাহরণ নিচের নিয়মিততা বা স্থানীয় পরিবর্তনের ওপর নির্ভর করতে
পারত। এখানে পার্থক্য কোনো একটি সিমে লুকানো নয়; যোগাযোগকারী প্রতিবেশ কোথাও নয় স্থানীয়ভাবে সমাপতিত—পার্থক্য নির্মাণ
জুড়ে ছড়ানো।

কেন এটি গুরুত্বপূর্ণ

এটি বিশুদ্ধ গণিত, কিন্তু অন্তর্দৃষ্টি বিস্তৃততর। কোনো বস্তু এক অর্থে অতিরিক্ত-মাপা হয়েও অন্য অর্থে অপর্যাপ্তভাবে-নির্ধারিত থাকতে
পারে। তথ্য কত বেশি—তার চেয়ে গুরুত্বপূর্ণ কোন ধরনের তথ্য আছে।

মেট্রিক + গড় বক্রতা শক্ত সমন্বয় মনে হয়: অভ্যন্তরীণ দূরত্ব + বাহ্যিক গড় বাঁকানো। সংক্ষিপ্ত Bonnet জোড়া ব্যবধান দেখায়—
গড় বাঁকানো সম্পূর্ণ বাঁকানো নয়; স্থানীয় সামঞ্জস্য সামগ্রিক শনাক্তকরণ নিশ্চয়তা করে না; বিশ্লেষণাত্মক নিয়মিততাও এককতার জাদু
নিশ্চয়তা নয়।
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বিপরীত সমস্যায় সাধারণ প্রশ্ন হলো পরিমাপগুলো কি উৎস বস্তু এককভাবে নির্ধারণ করে? এই গবেষণাপত্র ধ্রুপদি পৃষ্ঠ সমস্যায় তীক্ষ্ণ
উত্তর দেয়: সবসময় নয়—এমনকি সংক্ষিপ্ত, মসৃণ, বিশ্লেষণাত্মক বস্তুর ক্ষেত্রেও।

সংক্ষিপ্ত সারাংশ

Bobenko, Hoffmann ও Sageman-Furnas R3-এ প্রথম সংক্ষিপ্ত Bonnet জোড়া নির্মাণ করেছেন: দুটি অ-সমাপতিত মসৃণ টোরাস
যারা সমমাত্রিক এবং যোগাযোগকারী বিন্দুতে একই গড় বক্রতা ফাংশন রাখে। উদাহরণগুলো বাস্তব বিশ্লেষণাত্মক এবং সাধারণভাবে
পারিপার্শ্বিক সমমাত্রিকতায় সম্পর্কিত নয়। এতে গবেষণাপত্রের ফর্মুলেশন অনুযায়ী সামগ্রিক Bonnet সমস্যা এবং Cohn–Vossen–
Berger বিশ্লেষণাত্মক এককতা প্রশ্ন দুটিই সমাধান করা হয়। ফল ধ্রুপদি পৃষ্ঠ তত্ত্ব উল্টে দেয় না; শুধু দেখায় মেট্রিক + গড় বক্রতা
সবসময় সংক্ষিপ্ত পৃষ্ঠ এককভাবে শনাক্ত করার জন্য যথেষ্ট নয়।

বাড়াবাড়ি ছাড়া যাচাই

গবেষণাপত্র যা দেখায়: সংক্ষিপ্ত মসৃণ Bonnet জোড়া অস্তিত্ব; স্পষ্ট টোরাস জোড়া একই মেট্রিক ও একই গড় বক্রতা রেখেও সমাপতিত
নয়।

সম্ভাব্য, কিন্তু মূল দাবি নয়: বিচ্ছিন্ন বা গণনামূলক অনুসন্ধান কঠিন মসৃণ নির্মাণের পথ দেখাতে পারে। তবে উপপাদ্যটি দাঁড়িয়ে আছে গাণিতিক
প্রমাণের ওপর, সংখ্যাগত চিত্রের ওপর নয়।

যা দেখায় না: অধিকাংশ পৃষ্ঠ দ্ব্যর্থক। সাধারণ এককতা পটভূমি অক্ষুণ্ণ; এগুলো ব্যতিক্রমী নির্ণায়ক প্রতিউদাহরণ।

সাধারণ পাঠকের সীমাবদ্ধতা: প্রমাণ অত্যন্ত প্রযুক্তিগত—পার্থক্যমূলক জ্যামিতি, সমতাপীয় পৃষ্ঠ, পর্যায় শর্ত, বিশ্লেষণাত্মক নির্মাণ।
উপপাদ্যের মানে যন্ত্রপাতি না বুঝেও বোঝা যায়।

আস্থা: সহকর্মী-পর্যালোচিত গাণিতিক উপপাদ্য বিবৃতিতে উচ্চ। ব্যাখ্যামূলক সতর্কতা: “এই হ্রাসপ্রাপ্ত তথ্য সবসময় আকৃতি নির্ধারণ
করে না”—“জ্যামিতি আকৃতি শনাক্ত করতে পারে না” নয়।

উৎস

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, Publications mathematiques de l’IHES (2025), DOI 10.1007/s10240-025-
00159-z
https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z

Bobenko, Hoffmann and Sageman-Furnas, arXiv:2110.06335
https://arxiv.org/abs/2110.06335

4

https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z
https://arxiv.org/abs/2110.06335

	যে আকৃতি নিজেকে শনাক্ত করতে দেয় না
	সমস্যাটি কী
	গবেষকেরা কী বানিয়েছেন
	এটি বিরোধ নয় কেন
	কোন পুরোনো প্রশ্ন বন্ধ হলো
	কেন এটি গুরুত্বপূর্ণ
	সংক্ষিপ্ত সারাংশ
	বাড়াবাড়ি ছাড়া যাচাই

